Modelos de retorno financeiro by Jorge Tavares da Silva Flores Brasil
Jorge Tavares Silva Flores Brasil
Modelos de retorno financeiro
Departamento de Matema´tica
Faculdade de Cieˆncias da Universidade do Porto
2012
Jorge Tavares Silva Flores Brasil
Modelos de retorno financeiro
Tese submetida a` Faculdade de Cieˆncias da
Universidade do Porto para obtenc¸a˜o do grau de Mestre
em Engenharia Matema´tica
Departamento de Matema´tica
Faculdade de Cieˆncias da Universidade do Porto
2012
Dedico esta dissertac¸a˜o ao meu avoˆ Doutor He´lio Flores Brasil.
Foi um grande amigo, mentor e acima de tudo exemplo de vida que pretendo
seguir
3
Agradecimentos
Tese realizada no aˆmbito do mestrado em Engenharia Matema´tica
Departamento de Matema´tica
Faculdade de Cieˆncias da Universidade do Porto
http://www.fc.up.pt/dmat/engmat
A` minha orientadora Professora Maria Eduarda Silva e a` minha co-orientadora Maria do
Carmo Miranda Guedes na˜o so´ pela infinita disponibilidade e competeˆncia que ambas
demonstraram ao longo desta jornada, mas principalmente pela sua extrema preocupac¸a˜o em
que os meus conhecimentos fossem aumentando gradualmente ao longo de todo o trabalho.
Aos meus pais pelas palavras de confianc¸a e incentivo que foram proferidas ao longo de todo
o meu percurso acade´mico.
A um grupo de amigos que me acompanham desde sempre e sem eles a obtenc¸a˜o deste
grau na˜o tinha sido poss´ıvel,sa˜o eles: Davide Sarmento, Miguel Prenda, Rui Pedro Barbosa,
Pedro Freitas, Fernando Vieira, Joa˜o Barcelos, Joaquim Borges, Nuno Soares, Nuno Silva e
Hugo Teixeira.
4
Resumo
Observac¸o˜es emp´ıricas ao longo do tempo levaram a concluir que nem a volatilidade tem um
valor constante, nem os logo-retornos sa˜o normalmente distribu´ıdos. Posto isto o modelo de
Black-Scholes tornou-se bastante limitado e novos modelos teˆm vindo a ser desenvolvidos
ao longos dos anos. O objetivo desta dissertac¸a˜o e´ fazer um estudo comparativo sobre a
performance de quatro modelos para o prec¸o de opc¸o˜es, sa˜o eles: o modelo de Black-Scholes,
o modelo de Heston em que a` volatilidade e´ associado um comportamento estoca´stico e
dois modelos denominados de Processo de Meixner e de Processo de Brown-Laplce cujos
desenvolvimentos sa˜o baseados em processos estoca´sticos de Levy. Como objeto de estudo e
com a finalidade de comparar os modelos financeiros,foram selecionadas 18 opc¸o˜es de compra
sobre 6 t´ıtulos cotados no mercado Norte Americano.
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Abstract
Empirical observations have showen that neither the log-returns are normally distributed
nor the volatility is constant. With this two assumptions the Black-Scholes model became
very limited and new models have been developed in the literature. The aim of this thesis
is to test the performance of four options pricing models: Black-Scholes model, the Heston
model in which the volatility is considered to have a stochastic behavior and two Levy
process based models, the Meixner model and the Brown-Laplace model. With the purpose
of making an accurate comparison between the models, 18 options where selected from 6
stocks that belong to the North American market.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
As opc¸o˜es financeiras sa˜o contratos pelos quais a parte compradora assume o direito mas
na˜o o dever de compra ou venda, de uma certa quantidade de um ativo financeiro a um
prec¸o acordado, numa data pre´-estabelecida (opc¸a˜o europeia), ou em qualquer momento ate´
essa data (opc¸a˜o americana). A parte vendedora fica assim sujeita ao direito do comprador.
Como compensac¸a˜o aquela exige o pagamento de uma quantia denominada pre´mio que e´ o
prec¸o da opc¸a˜o. Consoante o que foi acordado, direito de comprar ou de vender, ter-se-a´
uma opc¸a˜o de compra (call option) ou uma opc¸a˜o de venda (put option).
Em 1970 Ficher Black e Myron Scholes desenvolveram um modelo para determinarem o
prec¸o de uma opc¸a˜o que e´ conhecido como o modelo de Black-Scholes. Este modelo mudou
completamente a maneira como o mundo olhava para os derivados financeiros, as dinaˆmicas
de mercado mudaram e novos contratos de opc¸o˜es foram criados. Para ter uma ideia de
o impacto causado por esta fo´rmula, Myron Scholes ganharam em 1997 o pre´mio nobel
da economia. Era enta˜o poss´ıvel calcular de uma forma muito simples o prec¸o de um
derivado financeiro atrave´s de uma formula matema´tica sendo apenas necessa´rios estimar
dois paraˆmetros: a me´dia e a volatilidade histo´rica, que na˜o e´ mais que a variaˆncia dos
logo-retornos. Apo´s o aparecimento do modelo de Black-Scholes, o interesse em estudar mo-
delos de retorno financeiro, mais especificamente modelos para prec¸os de opc¸o˜es aumentou
consideravelmente. Cox e Ross (1976) obtiveram o prec¸o de uma opc¸a˜o incorporando no
seu modelo saltos e processos de difusa˜o. Nesse mesmo ano, 1976 Merton surge com um
modelo que seguia os mesmos prosopostos do modelo de Cox e Ross. Com o passar do tempo
conclui-se que a assunc¸a˜o de normalidade presente nos logos retornos estava errada, pois as
distribuic¸o˜es dos mesmos apresentam excesso de curtose e enviesamentos. Posto isto surgiu
uma nova classe de modelos financeiros, modelos em que a` volatilidade e´ associado um com-
portamento estoca´stico. Hull and White(1987), Johnson and Shanno(1987), Wiggnis(1987)
e Heston(1993) sa˜o alguns exemplos de autores que publicaram trabalhos nesta a´rea. Nos
in´ıcios dos anos 90 surgem os modelos baseados nos processos estoca´sticos de Levy. Madan e
Seneta(1990) foram os pioneiros no desenvolvimento de um modelo com tais caracter´ısticas.
Eberlein e Keller(1995), Carr e Madan(1998),Singleton(2000), Schouters(2003) e Reed(2008)
sa˜o alguns exemplos de autores que desenvolveram modelos baseados em processos de
Levy. Estes apresentam uma enorme variedade de distribuic¸o˜es associadas aos retornos
que permitem modelar dados financeiros de uma forma forma mais precisa. Os modelos
baseados em processos de Levy sa˜o capazes de captar algumas caracter´ısticas que no modelo
de Black-Scholes na˜o eram consideradas, por exemplo os ”saltos”.
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CAPI´TULO 1. INTRODUC¸A˜O 14
O objetivo desta tese e´ comparar as performances de quatro dos modelos mencionados
previamente, sa˜o eles: O modelo de Black-Scholes [4], o modelo de Heston [16] e os modelos
de Meixner [36] e Brown-Laplace [33]. O cap´ıtulo 2 deste trabalho e´ inteiramente dedicado
ao estudo teo´rico desses modelos para o prec¸o de opc¸o˜es. Este comec¸a por uma explicac¸a˜o
sobre a dinaˆmica e o comportamento do underlying. E´ enta˜o que entramos no modelo de
Black-Scholes onde e´ apresentada a fo´rmula de Black-Scholes para o calculo do valor de uma
opc¸a˜o, obtida atrave´s da soluc¸a˜o da equac¸a˜o diferencial de Black-Scholes. E´ ainda feito um
estudo sobre a volatilidade impl´ıcita presente nos prec¸os instrumentos financeiros.
A fo´rmula para o ca´lculo do prec¸o utilizando o modelo de Heston e´ tambe´m obtida de
uma forma fechada recorrendo como anteriormente a` soluc¸a˜o da equac¸a˜o diferencial, com a
diferenc¸a de que neste modelo em vez de um passeio aleato´rio associado ao comportamento
do ativo subjacente, existem dois processos estoca´sticos correlacionados, um associado ao
underlying e outro associado a` volatilidade. E´ feito um estudo detalhado sobre os paraˆmetros
do modelo e e´ apresentado uma forma de calibrac¸a˜o tendo como base os dados observados
no mercado.
Depois da exposic¸a˜o destes dois modelos, sera´ feito um estudo de duas distribuic¸o˜es de
probabilidade, a distribuic¸a˜o de Meixner e a distribuic¸a˜o de Brown-Laplace Generalizada
que mais tarde sera˜o utilizadas para a construc¸a˜o dos modelos baseados em processo de
Levy. Aqui sera´ igualmente feito um estudo a todos os paraˆmetros das distribuic¸o˜es e
sera˜o apresentadas formas de estimac¸a˜o de paraˆmetros recorrendo aos dados financeiros.
No cap´ıtulo que se segue, o terceiro, e´ apresentado o conjunto de dados em estudo. Sa˜o
feitos va´rios testes estat´ısticos e sa˜o apresentados diversos gra´ficos tudo isto com a finalidade
de testar a hipo´tese feita por Black-Scholes [4] que os logo-retornos podem ser normalmente
distribu´ıdos. O quarto cap´ıtulo apresenta o cara´cter mais pra´tico desta tese. Aqui,sa˜o
estimados todos os paraˆmetros a serem utilizados pelos modelos, sa˜o calculados os prec¸os
das opc¸o˜es utilizando os modelos em questa˜o. Sa˜o tambe´m realizados, e apresentados,
alguns ca´lculos sobre a volatilidade impl´ıcita dos prec¸os histo´ricos. E´ importante referir que
todos os ca´lculos e valores obtidos nesta secc¸a˜o foram feitos recorrendo ao software R com
a excec¸a˜o da calibrac¸a˜o do modelo de Heston que foi feita em Matlab.
Por fim sa˜o tiradas concluso˜es sobre o desempenho e comportamento dos modelos tendo
como base para essa comparac¸a˜o os prec¸os obtidos a partir deles.
Cap´ıtulo 2
Modelos Financeiros
2.1 Modelo de Black-Scholes
Um modelo do prec¸o de um ativo financeiro pode ser visto como um modelo do modo como a
chegada de informac¸a˜o nova afeta o seu prec¸o. O prec¸o atual e´ o corola´rio de um desempenho
histo´rico, mas este prec¸o vale apenas por si e na˜o transporta consigo informac¸a˜o adicional.
A cada alterac¸a˜o no prec¸o do ativo associa-se o retorno. Define-se por S o valor do ativo
financeiro no instante t e S + dS no tempo t + dt. Ha´ interesse em estudar os retornos
financeiros, ou seja
S(t+ dt)− S(t)
S(t)
(2.1)
Se durante um per´ıodo de tempo dt o prec¸o do ativo se comportar como um ativo sem risco
tem-se que
S(t+ dt)− S(t)
S(t)
= µdt (2.2)
em que µ e´ uma constante que representa a taxa me´dia de crescimento do prec¸o do ativo,
conhecida por flutuac¸a˜o(”drift”).
O comportamento aleato´rio que esta´ associado ao retorno deve ser tomado em considerac¸a˜o
para assim obter um modelo mais pro´ximo da realidade.
Essas alterac¸o˜es no prec¸o do ativo como resposta a fatores externos e´ representada por σdX.
A varia´vel σ mede a volatilidade do ativo que e´ o desvio padra˜o dos retornos e dX representa
uma varia´vel aleato´ria com distribuic¸a˜o normal de me´dia zero e variaˆncia dt ou seja dX ∼
N(0, dt). Somando o termo de flutuac¸a˜o com a componente estoca´stica σdX obte´m-se a
equac¸a˜o diferencial estoca´stica que representa matematicamente o comportamento do prec¸o
de um ativo.
dS
S
= σdX + µdt (2.3)
O comportamento emp´ırico do prec¸o de um ativo financeiro deve ser tomado em conta
quando a escolha do processo estoca´stico dX for feita. Em primeiro lugar a sua me´dia deve
ser nula. A estacionariedade e a independeˆncia dos incrementos de dX tambe´m e´ imposta
com naturalidade pois as alterac¸o˜es no prec¸o de um ativo constituem um processo de Markov
[41]. Ale´m disso as trajeto´rias dos processos estoca´sticos devem ser cont´ınuas.
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Considerando estas quatro condic¸o˜es faz todo o sentido dX ser um movimento Browni-
ano. Por definic¸a˜o de movimento Browniano sabe-se que os seus incrementos seguem uma
distribuic¸a˜o normal, mais concretamente.
dX = X(t+ dt)−X(t) ∼ N(0, dt). (2.4)
de onde vem
E(dX) = 0 V (dX) = dt (2.5)
Algumas das propriedades da equac¸a˜o (2.3) esta˜o descritas abaixo.
1. A propriedade de Markov esta´ presente na equac¸a˜o (2.3), i.e o pro´ximo prec¸o S + dS
apenas depende do prec¸o do dia de hoje.
2. A me´dia de dS e´ dada por
E(dS) = E(σSdX + µSdt) = µSdt (2.6)
3. A variaˆncia de dS e´ dada por
V (dS) = E(dS2)− (E(dS))2 = σ2S2dt (2.7)
Supondo que os valores do prec¸o do ativo S sa˜o conhecidos, em n + 1 tempos igualmente
espac¸ados, S0, . . . , Sn, em se´rie cronolo´gica comec¸ando em S0 e uma vez que as alterac¸o˜es
no prec¸o do bem seguem a equac¸a˜o (2.3) pode-se estimar a me´dia m e a variaˆncia s2 usando
m̂ =
1
ndt
n−1∑
i=0
S(t+ dt)− S(t)
S(t)
, ŝ2 =
1
(n− 1)dt
n−1∑
i=0
(
S(t+ dt)− S(t)
S(t)
−m
)2
O passo dt entre os instantes no tempo em que se dispo˜em de dados e´ constante e se for
medido como frac¸a˜o do ano, os paraˆmetros resultantes sa˜o anuais.
Se utilizarmos a convenc¸a˜o de 252 dias de negociac¸a˜o num ano,temos dt = 1/252 e assim os
prec¸os dia´rios S(i) sa˜o observados nos instantes ti = i/252, i = 1, . . . , 252 sendo t252 = 1,
um ano completo de negociac¸o˜es.
2.1.1 Ana´lise de Black-Scholes
O modelo de Black-Scholes contribuiu decisivamente para que a teoria da avaliac¸a˜o de opc¸o˜es
e de outros instrumentos derivados tivesse um grande impulso. E´ representado por uma
expressa˜o matema´tica que depende exclusivamente de paraˆmetros observa´veis e pressupo˜e
que as cotac¸o˜es das ac¸o˜es variam de forma cont´ınua e aleato´ria ao longo do tempo. Segue,
por isso, um processo estoca´stico, e as cotac¸o˜es ajustam-se para evitar as oportunidades de
arbitragem. Deste modo, o comportamento das cotac¸o˜es das ac¸o˜es pode ser caraterizadas por
um movimento Browniano [41]. As variac¸o˜es das cotac¸o˜es entre o tempo inicial t do contrato
de opc¸a˜o e o tempo de maturidade T sa˜o normalmente distribu´ıdas e, em si, seguem uma
distribuic¸a˜o log-normal, pelo que, na˜o podem apresentar valores negativos. A distribuic¸a˜o
de probabilidade e´ enviesada a` esquerda, tendendo a ser uma caraterizac¸a˜o conveniente e
real´ıstica dos ativos.
As hipo´teses sobre as quais se vai basear a justificac¸a˜o do desenvolvimento da equac¸a˜o de
Black-Scholes sa˜o as seguintes:
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1. O prec¸o do ativo de suporte segue um passeio aleato´rio logonormal:
dS = σSdX + µSdt, dX ∼ N(0, dt)
2. A taxa de juro sem risco r, e a volatilidade do bem, σ, sa˜o func¸o˜es do tempo conhecidas,
durante a vida da opc¸a˜o.
3. Na˜o ha´ custos de transac¸a˜o associados com a protec¸a˜o de carteira.
4. O ativo de suporte na˜o paga dividendos durante a vida da opc¸a˜o.
5. Na˜o ha´ possibilidade de arbitragem.
6. O bem subjacente pode ser negociado continuamente.
7. E´ permitido uma posic¸a˜o descoberta, isto e´, vender um ativo sem o possuir para mais
tarde o tentar comprar no mercado a um prec¸o mais baixo.
Vamos enta˜o considerar uma func¸a˜o U(S, t) que sera´ o valor de uma opc¸a˜o num determinado
instante de tempo. Exigindo que a func¸a˜o U admita pelo menos uma derivada em t e duas
em S, pelo lema de Itoˆ vem:
dU = σS
∂U
∂S
dX +
(
µS
∂U
∂S
+
1
2
σ2S
∂2U
∂S2
+
∂U
∂t
)
dt (2.8)
Uma carteira constru´ıda por uma opc¸a˜o e −∆ do bem subjacente tem o valor dado por:
Π = U −∆S (2.9)
Uma alterac¸a˜o na carteira num intervalo de tempo dt e´ dada por:
dΠ = dU −∆dS (2.10)
Enta˜o Π segue o seguinte passeio aleato´rio:
dΠ = σS
(
∂U
∂S
−∆
)
dX +
(
µS
∂U
∂S
+
1
2
σ2S2
∂2U
∂S2
+
∂U
∂t
− µ∆S
)
dt (2.11)
em que a componente estoca´stica pode ser eliminada considerando
∆ =
∂U
∂S
(2.12)
ficando assim definida uma carteira cujo incremento e´ totalmente determin´ıstico:
dΠ =
(
∂U
∂t
+
1
2
σ2S2
∂2U
∂S2
)
dt (2.13)
Para evitar hipo´teses de arbitragem, o retorno da carteira na˜o pode ser superior ou inferior a
um investimento sem risco. Enta˜o assumindo a existeˆncia de uma taxa de juro sem qualquer
risco associado,designada por r, vem que
rΠdt =
(
∂U
∂t
+
1
2
σ2S2
∂2U
∂S2
)
dt (2.14)
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Substituindo (2.9) e (2.12) em (2.14) e dividindo por dt obte´m-se a equac¸a˜o em derivadas
parciais de Black-Scholes:
∂U
∂t
+
1
2
σ2S2
∂2U
∂S2
+ rS
∂U
∂S
− rU = 0 (2.15)
Observa-se atrave´s da equac¸a˜o (2.15) que o valor de uma opc¸a˜o na˜o depende da taxa me´dia
de variac¸a˜o do ativo subjacente. Isto acontece porque a equac¸a˜o de Black-Scholes na˜o
depende do ”drift”, apenas depende da volatilidade σ e da taxa de juro sem risco r.
A equac¸a˜o de Black-Scholes e´ uma equac¸a˜o de segunda ordem linear e parabo´lica. Em geral,
uma expressa˜o matema´tica em derivadas parciais tem muitas soluc¸o˜es e para obter a soluc¸a˜o
desejada e´ preciso especificar condic¸o˜es de fronteira. Assim introduzindo as condic¸o˜es de
fronteira necessa´rias e´ poss´ıvel obter uma equac¸a˜o para o valor de uma opc¸a˜o.
2.1.2 Condic¸o˜es finais e de fronteira para opc¸o˜es Europeias
Opc¸a˜o call Europeia Seja C(S, T ) o valor de uma opc¸a˜o call europeia com prec¸o de
exerc´ıcio E e data de maturidade T . Em t = T , a condic¸a˜o final e´ dada por:
C(T, S) = max {S − E, 0}
As condic¸o˜es fronteira para o prec¸o de bem S, sa˜o aplicadas para S = 0 e S → ∞. Para
valores de S = 0, C(0, t) = 0. A` medida que o prec¸o do ativo de suporte aumenta e´ cada
vez mais prova´vel que a opc¸a˜o seja exercida e o valor do prec¸o de exerc´ıcio torna-se cada
vez menos importante: para S →∞ vem C(S, t) ∼ S. Com estas treˆs condic¸o˜es e´ poss´ıvel
resolver a equac¸a˜o (2.15) e deste modo obter uma soluc¸a˜o expl´ıcita para uma opc¸a˜o call
europeia quando r e σ sa˜o constantes [4].
C(S, t) = SN(d1)− Ee(rT−t)N(d2)
em que N(.) e´ a func¸a˜o de distribuic¸a˜o da varia´vel normal reduzida dada por:
N(x) =
1√
2pi
∫ x
−∞
e
1
2
y2dy
e
d1 =
log(S/E) + (r + 1
2
σ2)(T − t)
σ
√
T − t
d1 =
log(S/E) + (r − 1
2
σ2)(T − t)
σ
√
T − t = d1 − σ
√
T − t
Opc¸a˜o put Europeia Seja P (S, T ) o valor de uma opc¸a˜o put europeia com prec¸o de
exerc´ıcio E e data de maturidade T . Em t = T , a condic¸a˜o final e´ dado por :
P (T, S) = max {E − S, 0}
No caso de uma opc¸a˜o put, as condic¸o˜es de fronteira quando S tende para∞ sa˜o dadas por:
limS→∞P (t, S) = 0, t ≥ 0
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ou seja, a opc¸a˜o na˜o sera´ exercida quando o valor do ativo subjacente for superior ao prec¸o
de exerc´ıcio. Supondo que as taxas de juro sa˜o constantes, a outra condic¸a˜o de fronteira [4]
fica definida por.
P (0, t) = Ee−r(T−t))
Resolvendo a equac¸a˜o (2.15) de forma exata, tendo em contas estas treˆs condic¸o˜es fronteira
obte´m-se a seguinte soluc¸a˜o expl´ıcita para o prec¸o de uma opc¸a˜o put Europeia [4]
P (S, t) = Ee−r(T−t)N(−d2)− SN(−d1)
em que N(.), d1 e d2 sa˜o os mesmos da opc¸a˜o call.
2.1.3 Volatilidade impl´ıcita
Assumindo que o prec¸o de um ativo subjacente se comporta segundo um movimento Brow-
niano, que tem volatilidade constante, o modelo de Black-Scholes da´-nos o prec¸o livre de
arbitragem de uma opc¸a˜o sobre esse mesmo subjacente. Todos os paraˆmetros na fo´rmula
de Black-Scholes, com excec¸a˜o de σ, ou esta˜o determinados por contratos espec´ıficos, ou
podem ser determinados por quantidades transacionadas em mercado. Desta forma, os
desvios dos prec¸os calculados com este modelo em relac¸a˜o aos prec¸os de mercado, teˆm de
ser consequeˆncia da escolha do valor de σ. Dado o prec¸o de mercado de um opc¸a˜o UMt e´
poss´ıvel calcular a volatilidade impl´ıcita σ tal que UMt = U
BS
t em que U
BS
t e´ o prec¸o de uma
opc¸a˜o obtida pelo modelo de Black-Scholes.
Figura 2.1 – Volatilidade Impl´ıcita
Embora o modelo Black-Scholes tenha sido bem sucedido tanto na explicac¸a˜o dos prec¸os
dos contratos de opc¸o˜es como na determinac¸a˜o do seu valor, o que e´ facto e´ que, simul-
taneamente, se reconhece a existeˆncia de enviesamentos nas distribuic¸o˜es dos retornos
financeiros. O assumir de uma volatilidade constante tem causados va´rios problemas na
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atribuic¸a˜o de prec¸o as opc¸o˜es financeiras. Um modelo em que a` volatilidade e´ associado um
comportamento estoca´stico e´ o modelo de Heston. Este modelo permite arbitrar correlac¸o˜es
entre a volatilidade e os retornos do ativo no mercado a` vista.
2.2 Modelo de Heston
O modelo de Heston foi introduzido por Steven Heston em 1993 [16] e desde enta˜o tem
sido um dos mais populares modelos de volatilidade estoca´stica. Esta popularidade deve-se
em muito ao facto de ser poss´ıvel calibrar o modelo em func¸a˜o dos dados do mercado. O
assumir de que a volatilidade tem um comportamento estoca´stico permite ao modelo captar
a existeˆncia de feno´menos de segunda ordem, como a volatilidade da volatilidade, feno´menos
estes que na˜o eram consideradas pela ana´lise de Black-Scholes.
2.2.1 Modelo de volatilidade estoca´stica de Heston
O modelo de Heston fica definido pelas seguintes equac¸o˜es:
dS = µSdt+
√
V StdW
1
dV = k(θ − V )dt+ ξ
√
V dW 2
dW 1dW 2 = ρdt
onde {S}t≥0 e {V }t≥0 sa˜o processos de prec¸o e volatilidade respetivamente. {W 1}t≥0,
{W 2}t≥0 sa˜o dois processos de Wiener correlacionados com termo de correlac¸a˜o ρ e k descreve
a velocidade de reversa˜o a` me´dia da variaˆncia de curto prazo V em direc¸a˜o a` da variaˆncia
de longo prazo θ. Este modelo procura fazer com que o processo estoca´stico que descreve a
evoluc¸a˜o do prec¸o do ativo seja estaciona´rio. Dada a hipo´tese de que as taxas de juro sa˜o,
na˜o estoca´sticas, os prec¸os descontados no tempo t, de uma unidade de d´ıvida livre de risco
que tem data de maturidade t+ τ e´ dado por:
P (t, t+ τ) = e−rτ
A existeˆncia de duas fontes de aleatoriedade no modelo de Heston, fazem com que seja
necessa´rio a utilizac¸a˜o do lema de Itoˆ bidimensional para que, com sucesso, seja determinada
a equac¸a˜o diferencial parcial que o prec¸o de uma opc¸a˜o U(S, V, t, T ) tem de satisfazer. A
metodologia tomada em relac¸a˜o a` arbitragem pelo modelo de Black-Scholes e´ a mesma que
e´ usada para obter uma equac¸a˜o para um prec¸o de uma opc¸a˜o pelo modelo de Heston, com
excec¸a˜o de serem necessa´rios dois ativos para obter uma carteira de livre de risco. Assim
U(S, V, t, T ) e´ tal que obedece a
dU =
[
1
2
V S2
∂2U
∂S2
+ ρV S
∂2U
∂S∂V
+
1
2
ξV
∂2U
∂V 2
+ µS
∂U
∂S
+ k(θ − V )∂U
∂V
+
∂U
∂t
]
dt
+
∂U
∂S
dW 1 +
∂U
∂V
dW 2 (2.16)
tal como se pode ver em [10]. Podemos enta˜o definir uma carteira constru´ıda por uma
quantidade de ativo subjacente ∆ e outra quantidade de outro bem −∆1 cujo valor U1
depende da volatilidade; enta˜o o valor de Π da carteira e´ dado por:
Π = U −∆S −∆1U1 (2.17)
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Uma alterac¸a˜o no valor da carteira num pequeno intervalo de tempo e´ dado por dΠ:
dΠ = dU −∆dS −∆1dU1 (2.18)
Enta˜o Π segue o seguinte passeio aleato´rio:
Π =
[
1
2
V S2
∂2U
∂S2
+ ρV S
∂2U
∂S∂V
+
1
2
ξV
∂2U
∂V 2
+ µS
∂U
∂S
+ k(θ − V )∂U
∂V
+
∂U
∂t
− µS
]
dt
−∆1
[
1
2
V S2
∂2U1
∂S2
+ ρV S
∂2U1
∂S∂V
+
1
2
ξV
∂2U1
∂V 2
+ µS
∂U1
∂S
+ k(θ − V )∂U1
∂V
+
∂U1
∂t
]
dt
+
[
S
√
V
∂U
∂S
−∆S
√
V −∆1S
√
V
∂U1
∂S
]
dW 1 +
[
ξ
√
V
∂U
∂V
−∆1ξ
√
V
∂U1
∂V
]
dW 2 (2.19)
Para que a componente aleato´ria na˜o tenha influeˆncia na dinaˆmica da carteira e´ necessa´rio
que os coeficientes dos termos dW 1 e dW 2 sejam iguais a 0. Para isto basta escolher:
∂U
∂S
= ∆ + ∆1
∂U1
∂S
(2.20)
e
∂U
∂V
= ∆1
∂U1
∂V
(2.21)
Para evitar hipo´teses de arbitragem, o retorno da carteira na˜o pode ser superior ou inferior
a um investimento sem risco. E´ enta˜o assumida a existeˆncia de uma taxa de juro sem r
qualquer risco associado, e faz-se
dΠ = r [U −∆S −∆1U1] dt (2.22)
Se juntarmos todos os U do lado esquerdo da equac¸a˜o e os U1 do lado direito vem que,[
1
2
V S2
∂2U
∂S2
+ ρV Sξ
∂2U
∂S∂V
+
1
2
ξV
∂2U
∂V 2
+ µS
∂U
∂S
+ k(θ − V )∂U
∂V
− ∂U
∂t
− rU
]
/
∂U
∂V
=
[
1
2
V S2
∂2U1
∂S2
+ ρV Sξ
∂2U1
∂S∂V
+
1
2
ξV
∂2U1
∂V 2
+ µS
∂U1
∂S
+ k(θ − V )∂U1
∂V
− ∂U1
∂t
− rU1
]
/
∂U1
∂V
(2.23)
Analisando os dois membros da equac¸a˜o verifica-se que as suas expresso˜es sa˜o iguais, a
u´nica coisa que as de distingue e´ a opc¸a˜o a considerar. Dado que (2.23) tem de ser va´lida
para qualquer tipo de opc¸a˜o, data de maturidade e prec¸o de exerc´ıcio, enta˜o cada lado da
equac¸a˜o tem de ser independente do tipo de opc¸a˜o que se considerou. Isto sugere que cada
membro da equac¸a˜o seja igual a uma func¸a˜o λ(S, V, t) que e´ interpretada como o prec¸o da
volatilidade risco. Enta˜o podemos escrever a equac¸a˜o (2.23) como
1
2
V S2
∂2U
∂S2
+ ρξV S
∂2U
∂S∂V
+
1
2
ξV
∂2U
∂V 2
+ rS
∂U
∂S
+k[(θ − V )− λ(S, V, t)]∂U
∂V
− rU + ∂U
∂t
= 0 (2.24)
Heston, assume que o prec¸o da volatilidade risco e´ proporcional a volatilidade [16], seja
λ(S, V, t) = λV (2.25)
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Uma opc¸a˜o call europeia com prec¸o de exerc´ıcio E e data de maturidade T , que satisfaz a
equac¸a˜o (2.24) esta´ sujeita a`s seguintes condic¸o˜es de fronteira,
U(S, V, T ) = max(0, S − E),
U(0, V, t) = 0,
∂U
∂S
(∞, V, t) = 1, (2.26)
rS
∂U
∂S
(S, 0, t) + kθ
∂U
∂V
(S, 0, t)− rU(S, 0, t) + U(S, 0, t) = 0,
U(S,∞, t) = S.
2.2.2 Soluc¸a˜o para a equac¸a˜o diferencial
Analogamente ao modelo de Black-Scholes e´ assumido que a fo´rmula para o prec¸o de uma
opc¸a˜o vem da forma:
U(S, V, t, T ) = SP1 − Ee−r(T−t)P2 (2.27)
O modelo de Heston assume a logo-normalidade do prec¸o, ou seja e´ conveniente expressa´-lo
da forma
x = ln(St)
Substituindo (2.27) em (2.24) e isolando os termos em E mostra-se que P1 e P2 devem
satisfazer a seguinte equac¸a˜o
1
2
V
∂2Pj
∂x2
+ ρξV
∂2Pj
∂x∂V
+
1
2
ξ2V
∂2Pj
∂V 2
+ (r + ujV )
∂Pj
∂x
+ (aj − bjV )∂Pj
∂V
+
∂Pj
∂t
= 0 (2.28)
Para que o prec¸o satisfac¸a as condic¸o˜es em (2.26) e´ necessa´rio que (2.27) satisfac¸a a condic¸a˜o
Pj(x, V, T ; ln[E]) = 1[x≥ln[k]]
Isto e´, intuitivamente Pj e´ a probabilidade condicionada de que a opc¸a˜o expira ”in-the-
money”, ou seja, o prec¸o do ativo subjacente e´ igual ao prec¸o de exerc´ıcio da opc¸a˜o. Pj
pode ser reescrita como
Pj(x, V, T ; ln[E]) = Pr[x(T ) ≥ ln[E]|x(t) = x, V (t) = V ]
Estas probabilidades na˜o sa˜o de imediato acesso na forma fechada e por isso e´ necessa´rio
o uso de func¸o˜es caracter´ısticas para as determinar. Heston [16] mostra que as func¸o˜es
f1(x, V, T ;φ) e f2(x, V, T ;φ) respetivamente satisfazem a mesma (2.28) quando sujeitas a´
condic¸a˜o
fj(x, V, t;φ) = e
iφx.
A soluc¸a˜o da func¸a˜o caracter´ıstica, como se pode ver em [10] e´ assim dada por:
fj(x, V, T, φ) = e
C(T−t,φ)+D(T−t,φ)V+iφx
onde
C(T − y, φ) = rφir + a
ξ2
[
(bj, ρξφi+ d)τ − 2ln
(
1− gedr
1− g
)]
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D(T − t, φ) = bj − ρξφ+ d
ξ2
(
1− edr
1− gedr
)
e
h =
bj − ρξφ+ d
bj − ρξφ− d
d =
√
(bj − ρξφ)2 − ξ(2ujφi− φ2)
Invertendo as func¸o˜es caracter´ısticas utilizando a transformada inversa de Fourier obte´m-se
assim a equac¸a˜o para as probabilidades desejadas:
Pj(x, V, T, E) =
1
2
+
1
pi
∫ ∞
0
Re
(
e−iφln(E)fj(x, V, T, φ)
iφ
)
dφ, j = 1, 2
para j = 1, 2, onde
u1 =
1
2
, u2 = −1
2
, a = kθ, b1 = k + θ − ρξ, b2 = k + λ
2.2.3 Ana´lise de paraˆmetros
No modelo de Heston, tanto a func¸a˜o densidade de probabilidade que modela a distribuic¸a˜o
dos logo-retornos, como a volatilidade sa˜o dependentes de diversos paraˆmetros tal como se
analisa de seguida.
Figura 2.2 – Efeito de ρ no enviesamento da func¸a˜o densidade de distribuic¸a˜o
Influeˆncia dos paraˆmetros na func¸a˜o densidade de probabilidade O paraˆmetro ρ
afeta o comprimentos das caudas e e´ interpretado como a correlac¸a˜o entre os logo-retornos e
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a volatilidade do bem subjacente. Para valores de ρ > 0 a cauda direita da distribuic¸a˜o ira´
alargar e consequentemente ira´ causar o achatamento da cauda esquerda fazendo com que a
distribuic¸a˜o seja enviesada a` direita. Em termos de volatilidade do ativo subjacente, valores
positivos de ρ va˜o fazer com que esta aumente tal como o prec¸o do bem e consequentemente
o retorno. Se consideramos um ρ < 0 enta˜o a volatilidade ira´ aumentar quando prec¸o do
ativo decrescer. Neste caso a distribuic¸a˜o sera´ afetada de uma forma inversa ao que acontece
no caso anterior, isto e´, vai ser enviesada a` esquerda tendo uma cauda esquerda mais larga
do que a` direita. Em termos matema´ticos ρ afeta o enviesamento da distribuic¸a˜o.
Figura 2.3 – Efeito de ξ na curtose da func¸a˜o densidade de distribuic¸a˜o
O paraˆmetro ξ por seu lado ira´ afetar a curtose da distribuic¸a˜o. Os picos distribuic¸a˜o ira˜o
ser maiores a` medida que ξ cresce criando caudas maiores tanto a` esquerda como a` direita.
No caso em que ρ = 0 a volatilidade e´ determin´ıstica fazendo com que os logo-retornos sejam
normalmente distribu´ıdos.
Influeˆncia dos paraˆmetros na volatilidade impl´ıcita Antes de implementar o modelo
de Heston e´ importante perceber a influencia que cada paraˆmetro ira´ ter sobre o ”smile” de
volatilidade impl´ıcita.
• Volatilidade inicial √V0
Um aumento deste paraˆmetro ira´ fazer com que a volatilidade impl´ıcita se desloque
para cima.
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Figura 2.4 – Efeito de V0 na volatilidade impl´ıcita
• Variaˆncia de longo prazo θ
Uma variac¸a˜o de θ ira´ ter o mesmo impacto na volatilidade impl´ıcita que o paraˆmetro
anterior, isto e´, aumentar a variaˆncia longa ira´ fazer com o sorriso de volatilidade se
desloque para cima, sendo o inverso verificado quando se diminui θ.
Figura 2.5 – Efeito de θ na volatilidade impl´ıcita
• Taxa de reversa˜o a` media k
A taxa de reversa˜o a` me´dia controla a curvatura do sorriso de volatilidade. Se ela
aumentar ira´ fazer com que a curva se aproxime de uma reta.
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Figura 2.6 – Efeito de k na volatilidade impl´ıcita
• Variaˆncia da volatilidade ξ
Este paraˆmetro ira´ influenciar a volatilidade impl´ıcita de forma inversa da taxa de
reversa˜o a` me´dia,ou seja, fazer crescer ξ ira´ provocar um aumento de curvatura na
volatilidade.
Figura 2.7 – Efeito de ξ na volatilidade impl´ıcita
• Correlac¸a˜o ρ
A correlac¸a˜o por sua vez ira´ controlar a inclinac¸a˜o da curva de volatilidade.
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Figura 2.8 – Efeito de ρ na volatilidade impl´ıcita
2.2.4 Calibrac¸a˜o do modelo de Heston
Uma boa calibrac¸a˜o do modelo e´ crucial para a obtenc¸a˜o de resultados satisfato´rios. Existem
va´rias maneiras de calibrar o modelo de volatilidade estoca´stica de Heston, sendo que neste
trabalho ele ira´ ser calibrado minimizando a discrepaˆncia entre os prec¸os do mercado e
os obtidos pelo modelo, ou seja, o problema reduz-se a uma minimizac¸a˜o da soma dos
quadrados dos erros das diferenc¸as entre os dois prec¸os.
minΩS(Ω) = minΩ
N∑
i=1
wi
[
CΩi (Ei, Ti)− CMi (Ei, Ti)
]2
Onde Ω e´ o vector com os paraˆmetros a otimizar, CΩi (Ei, Ti) e C
M
i (Ei, Ti) sa˜o respetivamente
os prec¸os de ı´ndice i obtidos pelo modelos e os observados no mercado. A varia´vel N e´ o
numero de opc¸o˜es utilizadas para a calibrac¸a˜o e os wi sa˜o os pesos associados a cada uma
das diferenc¸as. Existem seis paraˆmetros a estimar no modelo de Heston: k, θ, ξ, V , ρ e
λ. As estimativas iniciais para k, θ e ξ foram obtidas recorrendo a um modelo auxiliar, o
modelo GARCH. Os valores para os restantes paraˆmetros sa˜o os usados em [2].
Modelo GARCH(p,q) Os clusters de volatilidade sa˜o feno´menos muito frequentes em
se´ries financeiras, tais como taxas de juro, taxas de caˆmbio e prec¸os de ac¸o˜es. Quando um
se´rie temporal apresenta volatilidade em forma de cluster significa que a variaˆncia varia
ao longo do tempo [9]. O modelo ARCH(Autoregressive Conditional Heteroscedasticity)
desenvolvido por Engle [9] assume que pode existir Heteroscedastidade nos modelos de
se´ries cronolo´gicas.
Em 1986, Bollerslev [5] desenvolveu uma versa˜o generalizada do modelo ARCH denominada
GARCH(Generalized Autoregressive Conditional Heterocedasticity). Em algumas situac¸o˜es,
o grau de desfasamento q e´ elevado e a variabilidade observada em per´ıodos passados vem
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influenciar a variaˆncia condicionada no momento presente. A variaˆncia e´ dada pela seguinte
expressa˜o:
σ2t = α0 +
q∑
i=1
αi + 
2
t−i +
p∑
j=1
βjα
q
t−j (2.29)
com αi > 0, i = 1, 2, . . . , q, βj > 0, j = 1, 2, . . . , q e αi + βj < 1. Assim sendo, σ
2
t segue um
modelo GARCH(p,q) [5], onde q representa a ordem da componente do modelo ARCH e p e´ a
componente GARCH. Dado que a equac¸a˜o (2.29), neste trabalho expressa a dependeˆncia da
variabilidade dos rendimentos no per´ıodo corrente em func¸a˜o da volatilidade dos per´ıodos
anteriores, a variabilidade e´ classificada como condicionada. O modelo GARCH(1,1) e´ o
mais utilizado em se´ries financeiras e e´ representado por:
α2t = α0 + α1
2
t−1 + β1σ
2
t−1 (2.30)
em que o coeficiente α1 mede a extensa˜o em que uma alterac¸a˜o no retorno presente tem no
do dia seguinte. Como se espera que a variaˆncia seja positiva, os coeficientes de regressa˜o
devera˜o ser sempre positivos, enquanto que a estacionariedade da variaˆncia e´ preservada se
a soma dos coeficientes α1 e β1 for menor que um [5]. O modelo de Heston apresenta-se
assim como uma alternativa ao modelo de Black-Scholes pois a sua performance e´ em geral
melhor.
O elevado interesse no estudo dos prec¸os de opc¸o˜es levou ao desenvolvimento de novos mode-
los e mais recentemente uma nova classe de modelos tem sido alvo de estudo, sa˜o os modelos
baseados em processos de Levy. Estes surgem pelo mesmo pressuposto que o modelos de
Heston, ou seja, a verificac¸a˜o de que os logo-retornos na˜o apresentam um comportamento
normalmente distribu´ıdo. Tendo em conta a definic¸a˜o de movimento Browniano, o ideal seria
obter um processo semelhante, ou seja com incrementos estaciona´rios e independentes, mas
que se regessem por uma distribuic¸a˜o de probabilidade que na˜o a normal. Tais processos sa˜o
chamados de processos de Levy. A grande vantagem da sua utilizac¸a˜o e´ que os incrementos
podem seguir qualquer tipo de distribuic¸a˜o de probabilidade desde que ela seja infinitamente
divis´ıvel. Assim, para obter um melhor modelo financeiro e´ ”so´”necessa´rio encontrar uma
distribuic¸a˜o na condic¸a˜o acima referida em que os logo-retornos observados se enquadrem
bem.
Abaixo ira˜o ser descritos dois exemplos destes processos: o processo de Meixner, cujos
incrementos seguem uma distribuic¸a˜o de Meixner e o processo Brownian-Laplace, cujos
incrementos seguem uma lei Normal-Laplace generalizada.
2.3 Modelo de Meixner
O processo de Meixner e´ obtido a partir da distribuic¸a˜o de probabilidade de Meixner, que
foi introduzida por Shoutens e Teugels (1998). Em [37] foi constru´ıdo o modelo para o prec¸o
de opc¸o˜es, no qual o movimento Browniano e´ substitu´ıdo pelo processo de Meixner.
2.3.1 Distribuic¸a˜o de Meixner
A func¸a˜o densidade de probabilidade de uma distribuic¸a˜o de Meixner(MXN) e´ determinada
e definida por quatro paraˆmetros : inclinac¸a˜o a, simetria b, escala d e a posic¸a˜o m. Diz-
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se que uma varia´vel segue uma distribuic¸a˜o de Meixner quando a func¸a˜o densidade de
probabilidade e´ dada por:
f(x; a, b,m, d) =
(2cos(b/2))2d
2apiΓ(2d)
exp
(
b(x−m)
a
) ∣∣∣∣∣Γ
(
d+
i(x−m)
a
)2∣∣∣∣∣ (2.31)
em que
a > 0, −pi < b < pi, d > 0 e m ∈ R, sendo i tal que √i = −1
e ∣∣∣∣Γ(d+ i(x−m)a
)∣∣∣∣2 = (∫ ∞
0
cos
(
x−m
a
log y
)
yd−1e−ydy
)2
(2.32)
+
(∫ ∞
0
sin
(
x−m
a
log y
)
yd−1e−ydy
)2
Segundo [13], a distribuic¸a˜o de Meixner tem caudas enviesadas. A func¸a˜o densidade ira´
comportar-se da seguinte forma:
f(x; a, b,m, d) ∼ C− |x|ρ− exp(−σ− |x|) quando x → −∞
f(x; a, b,m, d) ∼ C+ |x|ρ+ exp(−σ+ |x|) quando x → +∞
onde ρ−, rho+ ∈ R e C−, C+, σ−, σ+ ≥ 0 No caso da distribuic¸a˜o de Meixner,vem
ρ− = ρ+ = 2d− 1, σ− = (pi − b)/a, σ+ = (pi + b)/a
Figura 2.9 – Curvas da func¸a˜o densidade de probabilidade de Meixner com valores b = 0,
m = 0, d = 0.5, quando a = 0.05(preto), a = 0.04(vermelho), a = 0.035 (azul)
A figura (2.9) ilustra a influeˆncia do paraˆmetro a no comportamento da densidade probabi-
lidade de Meixner. O aumento do valor de a ira´ fazer com que a distribuic¸a˜o tenha caudas
mais pesadas e picos mais baixos.
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Figura 2.10 – Curvas da func¸a˜o densidade de probabilidade de Meixner com valores a = 0.05,
m = 0, d = 0.5, quando b = 0(preto), b = −2(vermelho), b = 2 (azul)
O paraˆmetro b tera´ influeˆncia no enviesamento da distribuic¸a˜o. Quando toma valores
menores que zero a distribuic¸a˜o sera´ enviesada a` esquerda tendo a cauda esquerda mais
pesada do que a direita. O inverso verifica-se para valores de b positivos. E´ de notar que
quando b = 0 a distribuic¸a˜o e´ sime´trica.
Figura 2.11 – Curvas da func¸a˜o densidade de probabilidade de Meixner com valores a = 0.05,
b = 0, d = 0.5, quando m = 0(preto), m = 0.05(vermelho), m = −0.05 (azul)
O paraˆmetro m ira´ influenciar a localizac¸a˜o da distribuic¸a˜o, sendo que quando toma valores
negativos, a distribuic¸a˜o desloca-se para esquerda e e´ centrada no valor de m. Quando m
toma valores maiores que 0 o contra´rio e´ verificado.
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Figura 2.12 – Curvas da func¸a˜o densidade de probabilidade de Meixner com valores a = 0.05,
b = 0, m = 0, quando d = 0.5(preto), d = 0.8(vermelho), d = 1.2 (azul)
O paraˆmetro d vai influenciar o comportamento da curtose: uma diminuic¸a˜o de valores de
d ira´ causar uma diminuic¸a˜o no valor da curtose o que, por sua vez causa picos mais baixos
e caudas mais pesadas. No quadro abaixo esta˜o representadas as quantidades relevantes
sobre a distribuic¸a˜o de Meixner ou seja a me´dia, variaˆncia, curtose e enviesamento. E´ de
realc¸ar o facto da curtose ter sempre valor maior que treˆs o que indica picos mais altos do
que os da distribuic¸a˜o normal.
Meixner(a, b, d,m) Normal(µ, σ2)
Me´dia m+ atan(b/2) µ
Variaˆncia a
2d
2
(cos−2(b/2)) σ2
Enviesamento
√
2
m
sin
(
b
2
)
0
Curtose 3 + 3−2cos
2(b/2)
d
3
Todos os valores do quadro foram obtidos a partir do me´todos dos momentos.
Seguindo [37], a func¸a˜o caracter´ıstica da distribuic¸a˜o Meixner(a, b, d,m) e´ dada por:
φ(u) = E [exp(iuX)] =
(
cos(b/2)
coshau−ib
2
)2d
exp(imu)
Se para todo o inteiro n, φ(u) e´ tambe´m a poteˆncia de ordem n da func¸a˜o caracter´ıstica
enta˜o a distribuic¸a˜o e´ infinitamente divis´ıvel. E´ assim poss´ıvel construir um processo
estoca´stico cujos incrementos sa˜o estaciona´rios e independentes e tem como func¸a˜o ca-
racter´ıstica φ((u))t[37]. A esse processo da´-se o nome de processo de Levy que quando
associado a` distribuic¸a˜o de Meixner resulta no processo de Meixner. Mais precisamente um
processo de Meixner {Mt, t ≥ 0} e´ um processo estoca´stico que comec¸a em zero, M0 = 0, tem
incrementos independentes e estaciona´rios, e a distribuic¸a˜o de Mt e´ dada pela distribuic¸a˜o
de Meixner. Em geral um processo de Levy e´ constitu´ıdo por treˆs partes: uma parte linear,
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uma parte Browniana e uma parte de saltos puros. No processo em estudo e´ fa´cil ver que
na˜o existe parte Browniana e a componente dos saltos tem comportamento definido pela
medida de Levy [36].
υ(dx) = d
exp(bx/a)
xsinh((pix/a))
A medida de Levy carateriza o comportamento dos saltos do processo.
2.3.2 Me´todo para estimac¸a˜o de paraˆmetros
Para a estimac¸a˜o dos paraˆmetros da distribuic¸a˜o e´ usado o me´todo dos momentos [22].
Assim:
aˆ =
√
s(2b2 − 3b21 − 6)
bˆ = sign(b1)arcos
(
b2 − 2b21 − 3
b2 − b21 − 3
)
dˆ =
1
b2 − b21 − 3
mˆ = m1 − aˆcˆtan
(
bˆ
2
)
Com m1, s, b1 e b2, me´dia, variaˆncia, enviesamento e curtose amostrais respetivamente
sujeitos a:
2b2 − 3b21− ≥ 0
b2 − b21 − 3 > 0
2.3.3 Prec¸o de uma opc¸a˜o
Para a construc¸a˜o do modelo para o prec¸o de uma opc¸a˜o, considera-se que o mercado e´
constitu´ıdo por um ativo livre de risco cujo prec¸o e´ dado pelo processo Bt = e
rt, e um ativo
com risco associado cujo prec¸o se comporta de acordo com o processo
St = S0e
Mt
onde {Mt}t≥0 e´ um processo de Meixner com M0 = 0 e paraˆmetros a, b, d e m.
O objetivo agora, e´ determinar o valor de uma opc¸a˜o call europeia sobre as medidas de risco
neutro. Para isso e´ necessa´rio encontrar uma medida de martingale equivalente, isto e´, uma
probabilidade equivalente a` probabilidade dos prec¸os descontados serem uma martingala.
Dado este modelo de mercado, vamos representar U(St) = (St − E)+ como a func¸a˜o de
pagamento do derivado, T a sua data de maturidade e E o seu prec¸o de exerc´ıcio. De
acordo com o teorema fundamental para os prec¸os de ativos [8], o prec¸o livre de arbitragem
de um derivado no tempo t ∈ [0, T ] e´ dado por:
Vt = EQ[e
−r(T−t)G(St)|=t] (2.33)
Onde = = {=t, 0 ≤ t ≤ T} e´ o filtro natural de M = {Mt, 0 ≤ t ≤ T} e Q e´ uma medida de
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martingala equivalente. Para obter esta medida ira´ ser utilizada uma transformada que foi
proposta por Esscher [11] que nos permite encontrar pelo menos uma medida de martingala
equivalente:
dQ =
eθx
E [eθx]
(2.34)
Enta˜o para obter a medida de Esscher θ, e´ so´ necessa´rio resolver a equac¸a˜o:
r =
M(θ + 1)
M(θ)
(2.35)
em que r e´ a taxa de juro sem risco e M(s) = φ(is).
No caso em estudo a func¸a˜o M e´ conhecida e θ e´ dado por [36]:
θ = − 1
α
(
β + 2arctan
(−cos(α/2) + exp((µ− r)/(2/b))
sin(α/2)
))
(2.36)
Para uma opc¸a˜o call europeia com prec¸o de exerc´ıcio E e tempo de maturidade T o seu
valor em 0 e´ dado pela seguinte esperanc¸a matema´tica[37].
EQθ
[
e−rtmax {E − St, 0}
]
(2.37)
que pode ser escrita como :
C(S, T ) = S0
∫ ∞
log(E/S0)
f(x; a, a(θ + 1) + b, dT,mT )dx−
Ee−rt
∫ ∞
log(E/S0)
f(x; a, aθ + b, dT,mT )dx
2.3.4 Resultados
Gra´ficos da distribuic¸a˜o ajustada Com a finalidade de fazer uma comparac¸a˜o entre
a distribuic¸a˜o de Meixner e a distribuic¸a˜o normal foi constru´ıda uma figura em que esta˜o
ilustrados um histograma com os logo-retornos do activo Apple, a distribuic¸a˜o de Meixner
e a distribuic¸a˜o Normal.
CAPI´TULO 2. MODELOS FINANCEIROS 34
Figura 2.13 – Gra´fico dos Logo-Retornos , distribuic¸a˜o de Meixner(Preto) e Normal(Azul)
para Apple
Pela ana´lise do gra´fico conclui-se que a distribuic¸a˜o de Meixner apresenta um melhor ajuste a`
distribuic¸a˜o dos dados observados quando comparada com a normal. A maior concentrac¸a˜o
de massa em torno do meio e as caudas mais pesadas sa˜o a raza˜o desta conclusa˜o.
Figura 2.14 – Caudas esquerdas das distri-
buic¸o˜es Figura 2.15 – Caudas direitas das distribuic¸o˜es
As figuras (2.14) e (2.15) sa˜o uma representac¸a˜o mais detalhada das caudas das distribuic¸o˜es.
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Figura 2.16 – QQ-Plot da distribuic¸a˜o de Meixner para Apple
O gra´fico (2.16) leva a concluir que os problemas que surgiam nas caudas da distribuic¸a˜o
quando se tentava aproximar os dados histo´ricos com a distribuic¸a˜o normal, ja´ quase que
na˜o existem (ver gra´fico da figura 3.3). Pode-se concluir assim que a distribuic¸a˜o de Meixner
e´ uma excelente alternativa para uma melhor aproximac¸a˜o dos logo-retornos financeiros.
2.4 Modelo de Brown-Laplace
O movimento de Brown-Laplace e´ um processo de Levy que tem uma componente cont´ınua
associada ao movimento Browniano e uma parte descont´ınua que esta´ ligada ao movimento
de Laplace. Os incrementos deste processo seguem uma lei de probabilidade normal Laplace
generalizada.
2.4.1 Distribuic¸a˜o de Brown-Laplace generalizada
A distribuic¸a˜o Normal Laplace Generalizada(GNL) foi introduzida por Reed [34] e desde
enta˜o tem sido utilizada para modelar dados financeiros.
Ainda na˜o foi encontrada uma soluc¸a˜o fechada para a func¸a˜o densidade de probabilidade,
mas esta pode ser obtida atrave´s de uma convoluc¸a˜o de uma distribuic¸a˜o normal e de uma
distribuic¸a˜o de Laplace generalizada. GNL(µ, σ2, α, β, ρ) e´ caraterizada pela sua func¸a˜o
caracter´ıstica dada por :
φ(s) =
[
αβe(µis−σ
2s2)/2)
(α− is)(β + is)
]ρ
(2.38)
que pode ser escrita na forma
φ(s) = e(ρµis−ρσ
2s2/2)
[
α
α− is
]ρ [
β
β + is
]ρ
(2.39)
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onde µ ∈ R e´ o paraˆmetro de localizac¸a˜o , σ > 0 e´ o paraˆmetro de escala para a componente
normal, α > 0, β > 0 influenciam o comportamento das caudas e ρ > 0 e´ paraˆmetro de
inclinac¸a˜o.
Os paraˆmetros µ e σ2 va˜o influenciar a localizac¸a˜o central e a curtose da distribuic¸a˜o
enquanto que α e β, por sua vez teˆm efeito no enviesamento da distribuic¸a˜o. Se α > β
a distribuic¸a˜o e´ enviesada a esquerda; no caso de α < β ela sera´ enviesada para a direita. O
paraˆmetro ρ afeta o comprimento das caudas: para ρ < 1 ambas as caudas sa˜o mais largas
que as da exponencial; para ρ = 1 sa˜o exatamente exponenciais; no caso de ρ > 1 as caudas
sa˜o menos largas do que o da exponencial.
E´ de realc¸ar que quando α = β a distribuic¸a˜o e´ sime´trica e quando tomam o valor de ∞ a
distribuic¸a˜o se reduz a uma distribuic¸a˜o normal. Apresentam-se a seguir figuras ilustrativas
da distribuic¸a˜o GNL quando se variam os seus paraˆmetros.
Figura 2.17 – Curvas da func¸a˜o densidade de probabilidade GNL com valores σ = 1, α = 1,
β = 2, ρ = 1.2, quando µ = 0(preto), µ = −2(vermelho), µ = 2 (azul)
O papel de µ esta´ claramente ilustrado na figura (2.17) um aumento de µ resulta de uma
translac¸a˜o horizontal para a direita da func¸a˜o densidade de probabilidade GNL.
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Figura 2.18 – Curvas da func¸a˜o densidade de probabilidade GNL com valores µ = 0, α = 1,
β = 2, ρ = 1.2, quando σ = 1(preto), σ = 2(vermelho), σ = 3 (azul)
A figura (2.18) mostra que quando σ cresce as curvas da func¸a˜o densidade de probabilidade
ficam mais largas e mais achatadas.
Figura 2.19 – Curvas da func¸a˜o densidade de probabilidade GNL com valores µ = 0, σ = 1,
β = 2, ρ = 1.2, quando α = 0.5(preto), α = 1(vermelho), α = 2 (azul)
O paraˆmetro α ira´ afetar a cauda direita da distribuic¸a˜o. Valores pequenos de α correspon-
dem a caudas mais largas. Quando α =∞ a cauda direita da distribuic¸a˜o reduz-se ao caso
de uma distribuic¸a˜o normal. O efeito do paraˆmetro β e´ semelhante e este representado na
figura (2.20).
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Figura 2.20 – Curvas da func¸a˜o densidade de probabilidade GNL com valores µ = 0, σ = 1,
α = 1, ρ = 1.2, quando β = 0.6(preto), β = 2(vermelho), β = 10 (azul)
A figura (2.24) ilustra o comportamento da func¸a˜o densidade de probabilidade GNL em
func¸a˜o de variac¸o˜es em ρ. Um crescimento dos valores de ρ faz com que a me´dia e a
variaˆncia da distribuic¸a˜o aumentem. Este aumentar de valores causa tambe´m alterac¸o˜es na
sua forma, ficando assim com picos maiores e caudas mais achatadas para valores pequenos
de ρ.
Figura 2.21 – Curvas da func¸a˜o densidade de probabilidade GNL com valores µ = 0, σ = 1,
α = 1, β = 2, quando ρ = 0.75(preto), ρ = 1(vermelho), ρ = 2 (azul)
2.4.2 Propriedades da distribuic¸a˜o GNL
Divisibilidade Infinita A equac¸a˜o (2.39) mostra que GNL e´ infinitamente divis´ıvel.
Consequentemente um processo de Levy cujos incrementos seguem a distribuic¸a˜o GNL pode
ser constru´ıdo. Reed[33] fez esta construc¸a˜o e atribui ao processo o nome de Brownian-
Laplace.
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Me´dia Variaˆncia e Cumulantes Os cumulantes kn de uma distribuic¸a˜o sa˜o definidos
como
log(φ(s)) =
∞∑
n=1
kn
(isn)
n!
(2.40)
Os cumulantes sa˜o uma boa ferramenta para substituir o me´todo dos momentos, isto porque
os dois primeiros cumulantes sa˜o a me´dia e a variaˆncia respetivamente. Para a GNL
log(φGNL(s)) = ρµis+ ρσ
2 (is)
2
2!
+ log
(
α
α− is
ρ
)
+ log
(
β
β − is
ρ)
= ρµis+ ρσ2
(is)2
2!
+ ρlog
(
α
α− is
)
+ ρlog
(
β
β − is
)
= isρ
(
µ+
1
α
− 1
β
)
+
1
2!
(is)2ρ
(
σ +
1
α2
− 1
β2
)
+
1
3!
(is)3ρ
(
2
α3
− 2
β3
)
+ · · ·
(2.41)
Pela expansa˜o em se´rie de Maclaurian de log
(
α
α−is
)
e de log
(
β
β−is
)
obte´m-se a me´dia e a
variaˆncia
E(X) = ρ
(
µ+
1
α
− 1
β
)
; Var(Y) = ρ
(
σ2 +
1
α2
− 1
β2
)
(2.42)
e os cumulantes de ordem superior a 2 (r > 2)
kr = ρ(r − 1)!
(
1
αr
+ (−1)r 1
βr
)
(2.43)
Pode-se assim definir os coeficientes de curtose e de enviesamento [42].
k4
k22
=
6(α4 + β4)
ρ(σ2α2β2 + α2 + β2)2
k3
k
3/2
2
=
2(β3 − α3)
ρ1/2(σ2α2β2 + α2 + β2)2
(2.44)
Tanto o coeficiente da curtose como o de enviesamento envolvem todos os paraˆmetros da
distribuic¸a˜o com excec¸a˜o de µ. Assim, qualquer mudanc¸a nos paraˆmetros de GNL ira´
provocar alterac¸o˜es nos valores da curtose e do enviesamento. Quando ρ cresce, tanto a
curtose como o enviesamento decrescem e a medida que ele se aproxima de infinito ambos
os valores aproximam-se de zero. A curtose e o enviesamento dos incrementos do movimento
Brownian-Laplace decrescem ao longo do tempo, sendo zero no seu limite (t→∞) ou seja,
a distribuic¸a˜o converge para a normalidade.
Da equac¸a˜o 2.50 conclui-se que ρ, µ, α e β va˜o influenciar a me´dia e a variaˆncia da
distribuic¸a˜o. O crescimento ρ, µ e β vai fazer com que a me´dia e a variaˆncia cresc¸am,
o oposto verifica-se quando α aumenta. O comportamento da caudas da distribuic¸a˜o foi
determinado por Reed [32] esta´ ser descrito na tabela abaixo
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Limite Func¸a˜o densidade de probabilidade
x→∞ f(x)c1(x)ρ−1e−αx
x→ −∞ f(x)c2(−x)ρ−1e−βx
Tabela 2.1 – Descric¸a˜o do comportamento das caudas da distribuic¸a˜o GNL
em que c1 e c2 sa˜o constantes.
2.4.3 Func¸a˜o densidade de probabilidade
Nesta secc¸a˜o iram ser apresentadas duas formas de representar a densidade de probabilidade
da distribuic¸a˜o GNL.
Representac¸a˜o sob forma de convoluc¸a˜o A func¸a˜o caracter´ıstica (2.39) resulta da
multiplicac¸a˜o da func¸a˜o caracter´ıstica da distribuic¸a˜o normal de paraˆmetros µ e σ2 com a
da distribuic¸a˜o de Laplace generalizada. Segue-se enta˜o que a distribuic¸a˜o GNL resulta da
convoluc¸a˜o entre a distribuic¸a˜o Normal, N(ρµ, ρσ2) e GL(α, β, ρ)[42]
X
d
= N + U, N ∼ (ρµ, ρσ2), U ∼ GL(α, β, ρ) (2.45)
Os u´ltimos dois termos da equac¸a˜o (2.39),
[
α
α−is
]ρ
e
[
β
β+is
]ρ
sa˜o respetivamente a func¸a˜o
caracter´ıstica de uma varia´vel gama de paraˆmetros ρ e 1
α
e uma func¸a˜o caracter´ıstica de
uma varia´vel gamma negativa com paraˆmetros ρ e 1
β
. Vem que uma varia´vel aleato´ria X,
tal que X ∼ GNL(µ, σ2, α, β, ρ) pode ser representada na forma
X
d
= ρµ+ σ
√
ρZ +
1
α
G1 − 1
β
G2 (2.46)
onde Z, G1 e G2 sa˜o independentes com Z ∼ N(0, 1) e G1, G2 sa˜o varia´veis aleato´rias gama
de paraˆmetros θ = 1 e ρ isto e´, a sua func¸a˜o densidade de probabilidade e´ dada por
γ(u) =
1
Γ(ρ)
uρ−1e−u (2.47)
Ainda na˜o foi encontrada um expressa˜o fechada para a func¸a˜o densidade de probabilidade
de GNL exceto para quando ρ = 1. No entanto esta pode ser obtida usando as equac¸o˜es
(2.46) e (2.47).
f(x) =
∫ ∞
−∞
fW (x− u)fU(u)du (2.48)
em que fW e´ a func¸a˜o densidade de probabilidade de uma distribuic¸a˜o normal com me´dia
ρµ e variaˆncia ρσ2. O integral (2.48) pode ser avaliado numericamente. No caso de se
considerar ρ = 1 a distribuic¸a˜o GNL passa a ser uma distribuic¸a˜o Normal-Laplace(NL) e a
sua densidade de probabilidade e´ dada por [42]
f(x;µ, σ2, α, β, ρ) =
αβ
α + β
φ
(
x− µ
σ
)
[R(ασ − (x− µ)/σ) +R(βσ + (x− µ)/σ)] (2.49)
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em que α, β, ρ, e σ sa˜o positivos e −∞ < µ < ∞ R e´ o ra´cio de Mills e´ representado pela
seguinte expressa˜o
R(z) =
1− Φ(z)
φ(z)
(2.50)
Inversa˜o da func¸a˜o caracter´ıstica Outra forma de representar a densidade de proba-
bilidade de GNL e´ inverter a func¸a˜o caracter´ıstica (2.39). Esta pode ser expressa como
φGNL(s) = r(s)e
iθ(s) (2.51)
onde r(s) e θ(s) sa˜o respetivamente o mo´dulo e o argumento da func¸a˜o caracter´ıstica das
varia´veis aleato´rias de (2.39). Pode-se enta˜o inverter (2.39) para obter a densidade de
probabilidade de GNL.
fGNL(x) =
1
2pi
∫ ∞
−∞
eisxφ(s)ds
=
1
2pi
∫ ∞
−∞
eiθ(s)−sxds
=
1
2pi
∫ ∞
0
r(s)(cos(θ(s)− sx)) + isin(θ(s)− sx)ds
=
1
2pi
∫ ∞
0
r(s)(cos(θ(s)− sx))ds (2.52)
O facto de f(x) ser real permite igualar a parte imaginaria do integral a 0.
2.4.4 Estimac¸a˜o de paraˆmetros
A func¸a˜o geradora de cumulantes que define os cumulantes de uma distribuic¸a˜o de proba-
bilidades tem a seguinte forma
K(x) = logMX(t) (2.53)
onde MX(t) e´ a func¸a˜o geradora de momentos
MX(t) = E(e
tx) (2.54)
O coeficiente tj/j! de uma expansa˜o Kx(t) em se´rie de Taylor corresponde ao cumulante de
ordem j, kj,i.e
kj =
djKx(t)
dtj|t=0 (2.55)
Para encontrar estimadores pelo me´todos dos momentos para os cinco paraˆmetros de uma
distribuic¸a˜o GNL e´ necessa´rio resolver cinco equac¸a˜o, k1 = K1, k2 = K2, . . . , k5 = K5. Em
[32] e´ mostrado que estas podem ser reduzidas a duas equac¸o˜es
12k3(α
−5 − β−5) = k5(α−3 − β−3), , 4k4(α−5 − β−5) = k5(α−4 + β−4) (2.56)
de onde os restantes paraˆmetros podem ser obtidos como
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ρ̂ =
k3
2!
1
α̂−3 − β̂−3
, , σ̂2 =
k2
ρ̂
− α̂−2 − β̂−2, µ̂ = k1
ρ̂
− α̂−1 + β̂−1 (2.57)
No caso em que a distribuic¸a˜o GNL e´ sime´trica ou seja, α = β os paraˆmetros sa˜o obtidos
por
αˆ = β̂ =
√
20
k4
k6
, ρ̂ =
100
3
k34
k26
, µ̂ =
k1
ρˆ
e σ̂2 =
k2
ρˆ
− 2
α2
2.4.5 Prec¸o de Opc¸o˜es
Considere-se agora um processo de Levy {Xt}t≥0 cujos incrementos Xt+τ −Xτ teˆm (φ(s))t
como func¸a˜o caracter´ıstica. Pela analise de (2.39) mostra-se que o triplete de Levy-Khintchine
para este processo tem a forma (ρµ, ρσ2,Λ) [33] onde Λ e´ a medida de Levy de movimento
assime´trico de Laplace. Isto significa que o processo de Brown-Laplace ira´ ter um numero
infinito de saltos em cada intervalo de finito de tempo. Esta extensa˜o acrescenta uma
componente Browniana ao movimento de Laplace dando origem ao nome movimento de
Brown-Laplace. Os incrementos deste processo seguem uma distribuic¸a˜o GNL(µ, σ2, β, ρt)
e teˆm caudas mais largas que as de uma distribuic¸a˜o normal. No entanto a curtose da
distribuic¸a˜o ira´ decrescer a` medida que t cresce sendo mesmo igual a zero no caso de t→∞.
Consideremos agora um ativo cujo prec¸o St e´ dado por
St = S0exp(Xt) (2.58)
onde {Xt}t≥0 e´ um movimento de Brown-Laplace com X0 = 0 e paraˆmetros µ, σ2, α, β e ρ.
O objetivo agora e´ determinar uma medida de risco neutro para uma opc¸a˜o call europeia
com prec¸o de exerc´ıcio E, tempo de maturidade T e taxa de risco neutro r. Utilizando
uma medida de martingale equivalente obtida pela transformada de Esscher, o valor de uma
opc¸a˜o pode ser expresso de uma forma similar a´ formula de Black-Scholes [33].
C(S, T ) = S0
∫ ∞
γ
d∗TGNL(x, θ + 1)dx− e−rTE
∫ ∞
γ
d∗TGNL(x, θ)dx (2.59)
onde γ = log(E/S0) e
d∗TGNL(x, θ) =
eθxd∗TGNL(x)∫∞
∞ e
θyd∗TGNL(y, θ)dy
(2.60)
e´ a func¸a˜o densidade de probabilidade de Xt sob uma medida de risco neutro. O termo
d∗TGNL representa uma convoluc¸a˜o de ordem T da distribuic¸a˜o Normal-Laplace generalizada
e θ e´ a medida de Esscher. Esta e´ obtida resolvendo a seguinte equac¸a˜o :
logM(θ + 1)− logM(θ) = r (2.61)
onde M(s) = φ(−is).
A convoluc¸a˜o de ordem T de GNL(µ, σ2, β, ρ) e´ GNL(µ, σ2, β, ρT ) e a sua func¸a˜o geradora
de momentos fica representada por
φ(s) =
[
αβe(µis−σ
2s2)/2)
(α− is)(β + is)
]ρT
(2.62)
CAPI´TULO 2. MODELOS FINANCEIROS 43
Para uma simplificac¸a˜o de notac¸a˜o consideremos que
Iθ =
∫ ∞
γ
d∗TGNL(x; θ)dx =
1
M(θ)
∫ ∞
γ
eθx(x)dx (2.63)
enta˜o o valor da opc¸a˜o vem expresso por
C(S, T ) = S0Iθ+1 − e−rTEIθ (2.64)
Para obter o prec¸o de uma opc¸a˜o e´ necessa´rio resolver os integrais de 2.59. Utilizando (2.46)
e´ poss´ıvel representar GNL como uma soma de varia´veis aleato´rias e o integral pode se
reescrito da forma [33]
Iθ =
∫ ∞
0
g(u;α− θ)
∫ ∞
0
g(v; β)
∫ ∞
0
Φc
(
γ − u+ v − µρT − θσ2ρT
σ
√
ρT
)
dxdvdu (2.65)
onde
g(x; a) =
aρT
Γ(ρT )
xρT−1e−ax (2.66)
Dado um conjunto de paraˆmetros µ, σ2, α, β e ρ o integral (2.65) pode ser resolvido utilizando
me´todos nume´ricos.
2.5 Alguns resultados gra´ficos
Abaixo e tal como foi feito no modelo de Meixner, sera˜o apresentados os gra´ficos das caudas
da distribuic¸a˜o normal e da GNL e tambe´m um QQ-plot. Todos os gra´ficos sa˜o referentes
ao ativo Apple pelo que todos os outros gra´ficos dos restante ativos podem ser consultados
em anexo.
Figura 2.22 – Caudas esquerdas das distri-
buic¸o˜es Figura 2.23 – Caudas direitas das distribuic¸o˜es
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Figura 2.24 – QQ-Plot da distribuic¸a˜o GNL para Apple
Os resultados obtidos quando tentamos modelar os dados financeiros do ativo com a distri-
buic¸a˜o GNL ainda sa˜o melhores que os conseguidos com a distribuic¸a˜o de Meixner (figura
2.16 ). O modelo de Brown-Laplace revela-se assim como um o´timo candidato para a
modelac¸a˜o de dados financeiros.
No capitulo seguinte ira´ ser feita uma descric¸a˜o detalhada da amostra de dados em estudo.
Sera˜o feito testes estat´ısticos a` normalidade dos dados e sera˜o apresentados os QQ-Plots de
todos os ativos.
Cap´ıtulo 3
Ana´lise da amostra
O capitulo treˆs deste trabalho pode ser dividido em treˆs partes. Primeiramente e´ feita uma
descric¸a˜o do comportamento dos ativos em estudo e dos seus logo-retornos. Em seguida
a normalidade dos logo-retornos e´ testada de duas formas: graficamente e recorrendo a
testes estat´ısticos. Por fim, e´ apresentada uma tabela (tabela 3.4) onde se encontra toda a
informac¸a˜o sobre as opc¸o˜es cujos prec¸os ira˜o ser calculados utilizando os modelos descritos
no capitulo 2.
3.1 Descric¸a˜o dos dados
Neste cap´ıtulo ira˜o ser avaliados 6 t´ıtulos de ac¸o˜es cotadas no mercado Norte Americano.
Foram selecionadas t´ıtulos de duas grandes empresas do ramo tecnolo´gico, a Apple e a
Microsoft, de duas empresas ligadas ao ramo da produc¸a˜o industrial, a Boieng e a Ford,e
por fim de duas empresas na a´rea da industria alimentar, a McDonalds e a Coca-Cola. O
dados recolhidos sa˜o relativos ao prec¸o de fecho de cada t´ıtulo entre os dias 1 de Janeiro
de 1996 e 30 de Abril de 2012 o que prefaz um total de 4113 observac¸o˜es dia´rias para cada
ativo.
Empresa Ac¸a˜o Per´ıodo em Ana´lise Nu´mero de Observac¸o˜es
Apple AAPL 01/01/1996-30/04/2012 4113
Microsoft MSFT 01/01/1996-30/04/2012 4113
Ford F 01/01/1996-30/04/2012 4113
Boeing BA 01/01/1996-30/04/2012 4113
McDonalds MC 01/01/1996-30/04/2012 4113
CocaCola KO 01/01/1996-30/04/2012 4113
Tabela 3.1 – Descric¸a˜o da amostra
Para efeito de representac¸a˜o da dinaˆmica do subjacente a figura (3.1) ilustra o comporta-
mento do ativo AAPL no per´ıodo referido na tabela (3.1).
O comportamento da ac¸a˜o de uma forma geral apresenta uma tendencia de subida no per´ıodo
total em estudo. No entanto ha´ algumas datas que merecem destaque e que sa˜o: os anos
2000, 2007 e 2012. Em 2000 verificou-se uma subida acentuada que foi seguida de um
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Figura 3.1 – Activo Apple
quebra de proporc¸o˜es ainda maiores. Ate´ 2008 a empresa lanc¸a va´rios produtos entres eles
os enormes sucessos ipod e iphone o que faz com os t´ıtulos da companhia recuperem a bom
ritmo. Em 2008 na˜o resiste a bolha especulativa do mercado e sofre quebras acentuadas
que mais tarde, a partir de sensivelmente 2010 sa˜o recuperadas com o lanc¸amento da tablet
ipad. Em 2012 a confianc¸a dos acionistas volta a sofrer um abana˜o com a morte do diretor
da empresa, tendo isto sido refletido em bolsa como uma quebra dos prec¸os dos ativos.
Em seguida ira´ ser apresentado um gra´fico com os logo-retornos do titulo em estudo. O
que torna os logo-retornos ta˜o importantes no estudo do prec¸o de opc¸o˜es e´ o facto de estes
serem relac¸o˜es entre os logaritmos de prec¸os consecutivos o que vai fazer que sejam menos
sens´ıveis a alterac¸o˜es na escala temporal.
Figura 3.2 – Logo-Retornos Apple
Na figura (3.2) esta´ representado comportamento dos retornos logar´ıtmicos do ativo Ap-
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ple.Uma primeira ana´lise ao gra´fico verifica-se que e´ mais prova´vel acontecerem grandes
quebras nos retornos logar´ıtmicos do que estes atingirem grandes valores positivos. Isto
faz todo o sentido, pois e´ muito fa´cil o valor de um titulo em bolsa cair substancialmente
num curto per´ıodo de tempo, enquanto que uma recuperac¸a˜o da mesma dimensa˜o ou ate´
de menor valor e´ muito demorada. E´ de realc¸ar tambe´m o facto de que os valores como que
flutuam a volta de uma me´dia perto de zero.
Na secc¸a˜o que se segue ira´ ser feito um estudo quanto a´ normalidade dos logo-retornos.
3.2 Teste a` normalidade
E´ assumido que os retornos das ac¸o˜es sa˜o varia´veis aleato´rias independentes e se os intervalos
de tempo sa˜o de tamanho igual eles podem ser normalmente distribu´ıdos. Essencialmente
o objetivo desta secc¸a˜o e´ aceitar o rejeitar a hipo´tese de que os retornos sa˜o varia´veis
aleato´rias i.i.d. Sobre esta assunc¸a˜o de normalidade apenas dois paraˆmetros sa˜o necessa´rios
para descrever por completo a distribuic¸a˜o de probabilidade, a me´dia e a variaˆncia.
A normalidade ira´ ser testada de duas formas. Numa primeira instaˆncia vai ser feita uma
ana´lise gra´fica onde ira˜o ser utilizados gra´ficos QQ-plot e um smoother. Na segunda parte
vai ser dada relevaˆncia a`s medidas estat´ısticas curtose e enviesamento,va˜o ser apresentados
gra´ficos de barra e os resultados dos testes estat´ısticos de Jarque-Bera e Anderson-Darling.
3.2.1 QQ-Plots
O gra´fico quantil-quantil ou Q-Q plot, e´ utilizado para determinar se dois conjuntos de
dados pertencem a` mesma distribuic¸a˜o de probabilidade. Em tais gra´ficos os pontos sa˜o
formados pelos quantis amostrais das duas distribuic¸o˜es e se, os pontos se alinham numa
reta de inclinac¸a˜o 1, as distribuic¸o˜es das duas amostras podem ser consideradas as mesmas.
Assumindo que os dados esta˜o normalmente os distribu´ıdos e´ de esperar um gra´fico linear
com algumas flutuac¸o˜es aleato´rias que esta˜o presentes nos dados.
Para uma melhor ana´lise esta´ tambe´m presente nos gra´ficos uma linha com declive igual a
1, assim desvios a esta sa˜o fortes ind´ıcios de que a normalidade falha. Para distribuic¸o˜es
com caudas pesadas e´ esperado que as caudas superiores do Q-Q plot estejam viradas para
cima e o contra´rio nas inferiores, ou seja esta˜o viradas para baixo. Alternativamente, em
distribuic¸o˜es com caudas mais leves e´ esperado que os Q-Q plots tenham a forma de um S,
ou seja, as caudas inferiores viradas para cima e as superiores para baixo.
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Figura 3.5 – QQ-Plot Ford Figura 3.6 – QQ-Plot Boeing
Figura 3.3 – QQ-Plot Apple Figura 3.4 – QQ-Plot Microsoft
Figura 3.7 – QQ-Plot CocaCola Figura 3.8 – QQ-Plot McDonalds
O desvio a` linha presente em todos os gra´ficos leva a concluir que a distribuic¸a˜o normal na˜o
consegue captar os valores mais extremos da distribuic¸a˜o dos logo-retornos. Este problema
deve-se ao facto das caudas dos logo-retornos serem mais pesadas do que as da distribuic¸a˜o
normal. OS Q-Q-plots mostram fortes ind´ıcios que a distribuic¸a˜o normal na˜o sera´ a melhor
para modelar dados financeiros.
CAPI´TULO 3. ANA´LISE DA AMOSTRA 49
3.2.2 Distribuic¸o˜es marginais emp´ıricas
E´ poss´ıvel estimar uma distribuic¸a˜o dos logo-retornos histo´ricos e representa-la graficamente.
Nas figuras que se seguem esta˜o presentes as distribuic¸o˜es estimadas pelo Alisamento do
nu´cleo Gaussian e as distribuic¸o˜es normais com os paraˆmetros estimados a partir dos logo-
retornos dos ativos.
Figura 3.9 – Alisamento do nu´cleo Gaussian
Apple
Figura 3.10 – Alisamento do nu´cleo Gaussian
Microsoft
Figura 3.11 – Alisamento do nu´cleo Gaussian
Ford
Figura 3.12 – Alisamento do nu´cleo Gaussian
Boeing
CAPI´TULO 3. ANA´LISE DA AMOSTRA 50
Figura 3.13 – Alisamento do nu´cleo Gaussian
CocaCola
Figura 3.14 – Alisamento do nu´cleo Gaussian
McDonalds
Em todas as figuras verifica-se picos mais altos e caudas mais pesadas da estimativa da
distribuic¸a˜o dos logo-retornos quando comparados com os da normal.
3.2.3 Testes estat´ısticos a` normalidade
Tirar concluso˜es sobre a normalidade de uma amostras tendo como base apenas a ana´lise
gra´fica pode muito vezes induzir a que estejam erradas. Uma boa maneira de evitar que tais
erros acontec¸am e´ recorrer a` utilizac¸a˜o de testes estat´ısticos. Estes sa˜o na sua maioria
baseados em valores esperados de duas medidas de dispersa˜o estat´ıstica, a curtose e o
enviesamento. A ana´lise quer a´ curtose quer ao enviesamento e´ fulcral para obter resultados
apurados sobre se uma amostra segue determinada distribuic¸a˜o ou na˜o.
Para uma melhor compreensa˜o do comportamento e influeˆncia da curtose e do enviesamento
nas figuras (3.15) e (3.16) esta˜o representados gra´ficos de barras com os valores dessas
medidas.
Figura 3.15 – Curtose dos logo-retornos
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Figura 3.16 – Enviesamento dos logo-retornos
Teste de Jarque-Bera O teste de Jarque-Bera, examina tanto a curtose como o envie-
samento de um conjunto de dados, comparado-os com os valores da distribuic¸a˜o normal. E´
um dos testes estat´ısticos mais simples, no entanto e´ muito u´til para testar a normalidade
de dados financeiros. A estat´ıstica de Jarque-Bera e´ definida por
JB =
n
6
(
b21 +
(b2 − 3)2
4
)
(3.1)
onde n e´ o tamanho da amostra, b1 e´ o enviesamento e b2 a curtose. A hipo´tese nula e´
rejeitada se a estat´ıstica excede um valor de α pre´-definido.
Teste de Anderson-Darling O teste de Anderson-Darling e´ utilizado para verificar se
uma amostra de dados provem de uma determinada distribuic¸a˜o. Este teste e´ uma versa˜o
modificada do teste de Kolmogorov-Smirnov, sendo que a sua principal diferenc¸a e´ o facto de
dar mais relevaˆncia as caudas da distribuic¸a˜o em causa. A estat´ıstica de Anderson-Darling
fica definida por
A2 = −N − S (3.2)
onde
S =
N∑
i=1
(2i− 1)
N
[lnF (Yi) + ln(1− F (YN+1−i))] (3.3)
sendo F a func¸a˜o distribuic¸a˜o de probabilidade acumulada, N o tamanho da amostra e
Y1 < . . . < YN o conjunto de dados.
Resultados dos testes estat´ısticos Os resultados destes dois testes veˆm complementar
a ana´lise gra´fica feita anteriormente. Para cada teste e´ considerada uma hipo´tese H0 em que
se considera que que os dados financeiros em estudo provem de uma distribuic¸a˜o normal.
Em alternativa a hipo´tese H1 afirma o contra´rio. Para n´ıvel de significaˆncia considerou-se
α = 0.05. A hipo´tese nula sera´ rejeitada caso o p-value seja inferior ao n´ıvel de significaˆncia
α; em contrapartida, caso este tome valores superiores a α, a hipo´tese H0 sera´ assumida
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como va´lida. A tabela (3.2) sumariza os resultados dos testes aplicados em todos os
dados dos ativos em estudo. E´ importante referir que os testes foram executados numa
plataforma de 32-bit e por motivos de restric¸o˜es de memo´ria valores menores que 2.2e−16
sera˜o simplesmente denotados como < 2.2e−16. Os valores presentes na tabela sugerem que
sobre as condic¸o˜es dos dois testes, a hipo´tese H0, ou seja, que os dados sa˜o normalmente
distribu´ıdos distribu´ıdos e´ de rejeitar.
Ativo Teste de Jarque-Bera Teste de Anderson-Darling
Logo-retornos T p-value A2 p-value
Apple 1687223 < 2.2E−16 84.8519 1.9E−14
Microsoft 8750114 < 2.2E−16 194.5219 < 2.2E−16
Ford 161181.6 < 2.2E−16 145.9087 < 2.2E−16
Boeing 4688948 < 2.2E−16 71.1567 < 2.2E−16
McDonalds 29640486 < 2.2E−16 103.036 < 2.2E−16
CocaCola 27032364 < 2.2E−16 120.9304 < 2.2E−16
Tabela 3.2 – Resultados dos teste estat´ısticos
Como termo de comparac¸a˜o, e com o objetivo de testar a validac¸a˜o dos testes, foram geradas
amostras normalmente distribu´ıdas para cada t´ıtulo em estudo. Para a obtenc¸a˜o destas
amostras foi exigido que tivessem a mesma dimensa˜o amostral, me´dia e variaˆncia dos dados
em questa˜o. Como era esperado os p-values sa˜o todos superiores ao n´ıvel de significaˆncia α
ou seja, aceitamos H0.
Ativo Teste de Jarque-Bera Teste de Anderson-Darling
Logo-retornos T p-value A2 p-value
Apple 3.9551 0.1384 0.9954 0.1025
Microsoft 0.8296 0.6605 0.9973 0.8167
Ford 0.8069 0.668 0.9981 0.8234
Boeing 1.1887 0.5519 0.9942 0.4328
McDonalds 2.5608 0.2779 0.995 0.1822
CocaCola 2.0149 0.3652 0.9975 0.149
Tabela 3.3 – Resultados dos teste estat´ısticos
Depois de examinados e testados todos os logo-retornos em estudo, conclui-se que estes na˜o
sa˜o varia´veis normalmente distribu´ıdas. Por consequeˆncia direta deste facto a distribuic¸a˜o
normal na˜o e´ a melhor para a modelac¸a˜o de dados financeiros. Uma ana´lise aos gra´ficos
de barras (3.15) e (3.16) onde esta˜o representados os comportamentos da curtose e do
enviesamento, so´ vem cimentar esta conclusa˜o, na medida em que em todos os logo-retornos
dos ativos existem excesso de curtose e valores positivos e negativos de enviesamento, o
que faz com que as suas distribuic¸o˜es sejam enviesadas, ou a` esquerda, ou a` direita. Outra
consequeˆncia do valor elevado de curtose e´ o aumentar dos picos das distribuic¸o˜es.
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3.2.4 Tabela de opc¸o˜es
Com o intuito de avaliar e comparar o comportamento dos modelos em estudo, foram
selecionadas 18 opc¸o˜es de compra de 6 companhias presentes na tabela (3.1). Designa-
se por E o prec¸o de exerc´ıcio da opc¸a˜o, a letra T diz respeito a data de maturidade, S0 ao
prec¸o de fecho do ativo e O0 representa o valor de fecho de mercado. A escolhas dos prec¸os
de exerc´ıcio na˜o foi feita de forma aleato´ria, esta foi efetuada de forma a englobar todos os
estados de moneyesse das opc¸o˜es. E` importante referir que todos os dados foram recolhidos
com os prec¸os de fecho cotados em bolsa do dia 14 de Junho de 2012. Na tabela que se
segue esta˜o todos esses dados.
Opc¸a˜o E T S0 O0 Estado
AAPL120818C00565 565 18/08/12 571.53 35.23 ”In-the-money”
AAPL121020C00565 565 10/20/12 571.53 47.79 ”In-the-money”
AAPL130119C00565 565 13/01/13 571.53 65.50 ”In-the-money”
MSFT120818C00031 31 18/08/12 29.24 0.71 ”Out-of-the-money”
MSFT121020C00031 31 10/20/12 29.24 1.17 ”Out-of-the-money”
MSFT130119C00031 31 13/01/13 29.24 1.74 ”Out-of-the-money”
BA120818C00065 65 18/08/12 71.85 8.05 ”In-the-money”
BA121117C00065 65 11/17/12 71.85 7.95 ”In-the-money”
BA130119C00065 65 19/01/13 71.85 10.2 ”In-the-money”
F120721C00007 6 18/08/12 10.41 4.67 ”In-the-money”
F121222C00007 6 22/12/12 10.41 4.75 ”In-the-money”
F130119C00007 6 19/01/13 10.41 4.10 ”In-the-money”
MCD120721C0009 90 12/07/12 89.91 2.11 ”At-the-money”
MCD121222C0009 90 22/12/12 89.91 4.78 ”At-the-money”
MCD130119C0009 90 19/01/13 89.91 5.15 ”At-the-money”
KO120818C000775 77.5 18/08/12 75.74 1.18 ”Out-of-the-money”
KO121117C000775 77.5 17/11/12 75.74 2.10 ”Out-of-the-money”
KO130119C000775 77.5 19/1/13 75.74 2.61 ”Out-of-the-money”
Tabela 3.4 – Tabela de opc¸o˜es
No cap´ıtulo que se segue ira˜o ser calculados prec¸os para todas a opc¸o˜es descritas na tabela
3.4 utilizando os modelos em estudo. Sera´ tambe´m apresentado uma tabela com os valores
de volatilidade impl´ıcita de cada prec¸o calculado pelos diferentes modelos.
Cap´ıtulo 4
Resultados
Neste cap´ıtulo sera˜o apresentados os valores dos paraˆmetros estimados e os prec¸os das
opc¸o˜es calculados pelos me´todos descritos no segundo capitulo. E´ importante referir que
todos os resultados computacionais foram obtidos com o auxilio das ferramentas R versa˜o
4.3 e Matlab R2011b.
4.1 Paraˆmetros estimados
Todos os paraˆmetros foram estimados como previamente foi exposto neste trabalho. E´ de
frisar que a calibrac¸a˜o do modelo de Heston, na˜o foi toda feita de forma uniforme, isto e´, o
modelo foi calibrado com um nu´mero diferente de prec¸os de exerc´ıcio para cada opc¸a˜o. Isto
deve-se ao facto de os dados dispon´ıveis no mercado assim se apresentarem. Em anexo esta˜o
todas as tabelas contendo os valores utilizados para a calibrac¸a˜o do modelo de Heston.
4.1.1 Modelo de Black-Scholes
Ativo µ σ
Apple -0.01119856 0.5646886
Microsoft 0.003979892 0.4678687
Ford -0.003695206 0.475842
Boeing 0.0006413064 0.3742713
McDonalds 0.002941001 0.3227763
CocaCola -0.00006737 0.2970920
Tabela 4.1 – Paraˆmetros estimados para o modelo de Black-Scholes
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4.1.2 Modelo de Heston
Paraˆmetros k ξ θ ρ V
Estimativa inicial 0.00003271 0.270425371 0.785612700 -0.7 0.14
AAPL120818C00565 0.0000 1.0000 3.8922 -0.8260 1.0000
AAPL121020C00565 2.4948 0.0000 2.3640 -0.8468 0.9069
AAPL130119C00565 0.0002 0.0520 0.3156 -0.4758 -0.4758
Tabela 4.2 – Valores estimados para as opc¸o˜es AAPL para o modelo Heston
Paraˆmetros k ξ θ ρ V
Estimativa inicial 0.000001488 0.5402 0.7862 -0.7 0.15
MSFT120818C00031 12.0225 0.9095 4.4450 -0.9997 0.5023
MSFT121020C00031 0.0000 1.0000 5.0000 -0.9024 0.8276
MSFT130119C00031 0.7570 0.5949 0.9451 -0.6378 0.0000
Tabela 4.3 – Valores estimados para as opc¸o˜es MSFT para o modelo Heston
Paraˆmetros k ξ θ ρ V
Estimativa inicial 0.000164 0.7457 0.2436 -0.7 0.15
BA120818C00065 5.8700 0.0110 4.9990 -0.8189 0.5834
BA121117C00065 0.7694 0.3361 0.0528 -0.1925 0
BA130119C00065 0 0.9997 0.4300 -0.4677 0.0782
Tabela 4.4 – Valores estimados para as opc¸o˜es BA para o modelo Heston
Paraˆmetros k ξ θ ρ V
Estimativa inicial 0.0000895 0.02331 0.9666 -0.7 0.15
F120721C00007 18.7616 0.9979 2.9452 -0.9781 0.9925
F121222C00007 15.7196 0.0260 0.0480 -0.0001 0.0735
F130119C00007 16.9659 0.0962 1.0974 0.0000 0.1393
Tabela 4.5 – Valores estimados para as opc¸o˜es F para o modelo Heston
Paraˆmetros k ξ θ ρ V
Estimativa inicial 0.000026 0.4174 0.6307 -0.7 0.15
MCD120721C0009 0.0951 0.0383 0.0469 -1 0.0154
MCD121222C0009 19.3785 0.0286 0.0230 -0.0003 0
MCD130119C0009 2.4769 0.0841 0.1212 -0.1330 0
Tabela 4.6 – Valores estimados para as opc¸o˜es MCD para o modelo Heston
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Paraˆmetros k ξ θ ρ V
Estimativa inicial 0.0000179 0.5968 0.5610 -0.7 0.15
KO120818C000775 0 0.9985 5 -1 0
KO121117C000775 19.8994 0.0752 4.2150 -0.5567 0
KO130119C000775 0.8993 0.6448 1.3974 -0.9440 0.3243
Tabela 4.7 – Valores estimados para as opc¸o˜es KO para o modelo Heston
4.1.3 Modelo de Meixner
a b m d θ
Apple 0.3920579 0.8256266 -0.003077574 0.01381447 4.481755
Microsoft 0.3347075 1.467882 -0.002330259 0.008548333 3.824096
Ford 0.2099142 0.3983676 -0.001892740 0.03917602 10.13012
Boeing 0.3487309 0.7576636 -0.001135547 0.007889312 5.675822
McDonalds 0.4210904 1.012026 -0.000647061 0.003566801 4.043565
CocaCola 0.3839024 0.9876757 -0.000765639 0.003684197 4.595076
Tabela 4.8 – Valores estimados para o Modelo de Meixner
4.1.4 Modelo Bronw-Laplace
µ σ α β ρ
Apple -0.0119856 0.5646886 76.0102 100.4012 0.7122
Microsoft 0.00397982 0.4678687 85.0891 54.1420 0.9122
Ford -0.003695206 0.475842 24.2903 33.1279 2.0134
Boeing 0.0002941001 0.3742713 62.4713 97.3421 1.5122
McDonalds 0.002941001 0.3227763 125.4309 65.0987 2.3221
CocaCola -0.00006737 0.2970920 174.5781 87.4329 2.2013
Tabela 4.9 – Valores estimados para o modelo Brown-Laplace
4.2 Valores de opc¸o˜es
A partir dos paraˆmetros estimados na sec¸a˜o anterior va˜o ser calculados os prec¸os das opc¸o˜es
apresentadas acima. Todos os prec¸os de exerc´ıcio E, o valor do ativo em tempo 0, S0 e
datas de maturidade utilizadas, esta˜o descritos na tabela 3.4. Como em maior parte da
bibliografia consultado, o valor de r utilizado era igual a 0.03, para o calculo dos valores das
opc¸o˜es presentes abaixo foi adotado o mesmo valor.
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Opc¸o˜es Valor histo´rico Black-Scholes Heston Meixner Brown-Laplace
AAPL120818C00565 35.23 59.01 33.65 32.27 33.74
AAPL121220C00565 47.79 81.54 43.21 34.27 37.38
AAPL130119C00565 65.5 96.71 59.87 39.85 44.74
MSFT120818C00031 0.71 1.67 8.94 0.17 0.64
MSFT121020C00031 1.17 2.64 2.49 0.83 0.95
MSFT130119C00031 1.74 3.31 7.71 1.07 1.11
BA120818C00065 8.05 8.85 10.85 7.87 7.65
BA121117C00065 7.95 11.29 7.76 8.31 8.25
BA130119C00065 10.2 11.84 10.36 8.46 9.87
F120721C00007 4.67 4.45 5.77 4.63 4.56
F121222C00007 4.75 4.53 4.49 4.65 4.71
F1301119C00007 4.1 4.5 4.5 4.66 4.76
MCD120721C0009 2.11 4.48 4.07 0.22 0.76
MCD121222C0009 4.78 8.21 1.16 0.48 1.11
MCD130119C0009 5.15 8.88 1.36 0.55 1.89
KO120818C000775 1.18 3.06 0 0.85 0.97
KO121117C000775 2.1 5.46 0 1.78 1.98
KO130119C000775 2.61 5.99 0 2.43 2.65
Tabela 4.10 – Valores de opc¸o˜es
Na tabela 4.11 esta˜o os valores de volatilidade impl´ıcita presente em cada prec¸o calculado
pelo modelo. Todos estes valores foram obtidos atrave´s da formula de Black-Scholes
Com o objetivo de conseguir fazer uma comparac¸a˜o sobre o desempenho em geral dos
modelos, foi feito um gra´fico onde e´ representada a diferenc¸a em valor absoluto do prec¸o
calculado pelo modelo com o prec¸o observado no mercado, ou seja o erro presente em cada
prec¸o. Na figura 4.1 esta˜o representados esses valores.
Por motivos de espac¸o, os nomes da opc¸o˜es foram encurtados, ou seja, por APPL1 entenda-
se que este se refere a´ primeira opc¸a˜o APPL da tabela. Para compreender o resto da
nomenclatura basta seguir o mesmo racioc´ınio por exemplo F2 sera´ a segunda opc¸a˜o de F.
As tabelas 4.12 e 4.13 contem informac¸a˜o referente ao erro de aprec¸amento dos modelos.
Na tabela 4.12 esta´ somente ilustrado o erro total de cada modelo. No caso da tabela 4.13
esta´ representado o erro por estado de opc¸a˜o.
Entenda-se OTM por ”Out-of-the-money”, ATM por ”At-the-money”e finalmente ITM por
”In-the-money”.
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Opc¸o˜es
Volatilidade implicita
Black-Scholes Heston Meixner Bronw-Laplace
ITM
APPL1 0.5652 0.2984 0.2839 0.1517
APPL2 0.5660 0.2751 0.2071 0.2003
APPL3 0.5658 0.3295 0.1364 0.1476
BA1 0.3757 0.5766 0.2588 0.2798
BA2 0.3766 0.0940 0.1679 0.1798
BA3 0.3766 0.2896 0.1592 0.1697
F1 0.5779 0.3487 0.2456 0.2165
F2 0.4878 0.3066 0.1754 0.1543
F3 0.2709 0.3541 0.1643 0.1734
ATM
MCD1 0.3237 0.2930 0.2976 0.2764
MCD2 0.3242 0.0169 0.2854 0.2346
MCD3 0.3242 0.0185 0.1734 0.1541
OTM
MSFT1 0.4695 1 0.1366 0.1243
MSFT2 0.4695 0.4478 0.2031 0.2541
MSFT3 0.4698 1 0.1954 0.1754
KO1 0.3274 0 0.1276 0.1457
KO2 0.2896 0 0.1058 0.1167
KO3 0.2903 0 0.1252 0.1265
Tabela 4.11 – Valores de volatilidade impl´ıcita
Modelo Erro total
Black-Scholes 118.04
Heston 48.01
Meixner 57.75
Brown-Laplace 44.48
Tabela 4.12 – Erro total
Estado
Modelo OTM ATM ITM
Black-Scholes 13.16 9.53 103.97
Heston 21.95 9.37 22.58
Meixner 1.84 10.79 45.95
Brown-Laplace 1.69 8.28 34.88
Tabela 4.13 – Erro por estado de opc¸a˜o
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Figura 4.1 – Erro
Cap´ıtulo 5
Concluso˜es
O objetivo deste trabalho e´ a implementac¸a˜o de quatro modelos para obter o prec¸o de uma
opc¸a˜o europeia. Tendo em vista a programac¸a˜o dos modelos para que mais tarde estes
fossem aplicados e os prec¸os obtidos por eles comparados com os retirados do mercado a`
vista, uma descric¸a˜o dos mesmos e da estimac¸a˜o dos seus paraˆmetros, tendo em conta a
se´rie temporal do bem subjacente, foi feita no capitulo dois.
Tendo como base as tabelas 4.10,4.11,4.12 e finalmente a tabela 4.13 algumas concluso˜es
podem ser feitas sobre a performance individual de cada modelo. O modelo de Black-
Scholes e´ o que apresenta o maior erro de uma forma geral. Por uma ana´lise ao quadro 4.11
verifica-se que o modelo tem dificuldade em captar o sorriso de volatilidade em qualquer
um dos estados. Se tomarmos como exemplo as opc¸o˜es de Apple e´ claro que o modelo falha
bastante quando a opc¸a˜o e´ bastante vola´til. De um forma geral em relac¸a˜o ao estado da
opc¸a˜o o modelo mostra problemas em obter um prec¸o em qualquer um destes. Os resultados
obtidos neste trabalho pelo modelo de Black-Scholes na˜o sa˜o surpreendentes, pois como
referido anteriormente existe em todas as distribuic¸o˜es dos logo-retornos excesso de curtose
e enviesamentos quer a esquerda quer a` direita.
A estimac¸a˜o dos paraˆmetros e consequente obtenc¸a˜o de o prec¸o de uma opc¸a˜o pelo modelo
de Heston nos casos em que a opc¸a˜o se encontra no dinheiro, mostrou-se bastante esta´vel.
Apesar de neste modelo a volatilidade ser considerada uma componente estoca´stica este
falha redondamente em opc¸o˜es fora do dinheiro, sendo o erro maior a´ medida que o prazo
de maturidade da opc¸a˜o aumenta. O modelo mostra ainda problemas na estimac¸a˜o de
paraˆmetros para opc¸o˜es ”Out-of-the-money”. Tanto o modelo de Meixner com o modelo de
Brown-Laplace tem um comportamento semelhante na obtenc¸a˜o de prec¸os de opc¸o˜es. Este
facto ja´ era de se esperar pois ambos os modelos sa˜o constru´ıdos de forma semelhante, tendo
como base os processos estoca´sticos de Levy. Os dois modelos apresentam-se como bons
candidatos para a modelac¸a˜o de dados financeiros. Estes na˜o so´ obtiveram bons resultados
nos treˆs estados das opc¸o˜es como conseguiram captar o sorriso de volatilidade. O erro
presente nestes modelos apesar de ser baixo aumenta a´ medida que a data de maturidade
aumenta e e´ maior em opc¸o˜es ”at-the-money”. O interesse em estudar estes dois modelos
prende-se no u´nico fator que os distingue, ou seja, a distribuic¸a˜o de probabilidade usada para
modelar a se´rie temporal do ativo subjacente. Apesar dos modelos serem constru´ıdos de
forma ideˆntica verifica-se que o modelo de Brown-Laplace obteve uma melhor performance
que o de Meixner, o que significa que neste trabalho obteve-se uma melhor aproximac¸a˜o dos
dados financeiros atrave´s da distribuic¸a˜o GNL.
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Globalmente o modelo com pior performance e´ o modelo de Black-Scholes muito pelo facto de
considerar que os dados se distribuem normalmente. Apesar deste resultado o estudo deste
modelo na˜o deve ser desprezado somente porque o modelo esta´ desatualizado, a compreensa˜o
do mesmo possibilita que o estudo de novos modelos se torne mais clara. Tanto o modelo
de Heston como os modelos baseados em processos estoca´sticos de Levy mostraram o´timos
sendo que o primeiro apesar de apresentar o menor erro global tem bastantes problemas em
opc¸o˜es fora do dinheiro. Tendo em conta que o mercado Americano de opc¸o˜es apresenta
um elevado nive de liquidez os modelos de Heston, Meixner e Brown-Laplace apresentam-se
como bons candidatos para a modelac¸a˜o de dados financeiros.
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Apeˆndice A
Aspectos Computacionais
A.1 Descric¸a˜o dos procedimentos utilizados
Para o uso de alguns procedimentos aqui descritos e´ necessa´rio a instalac¸a˜o de packages que
se encontram dispon´ıveis no site do R.
A.1.1 Importac¸a˜o dos dados
Apple = read . csv ( ’ Apple . csv ’ , header = T, sep = ’ , ’ )
s t r ( Apple )
colnames ( Apple ) = to lower ( colnames ( Apple ) )
Apple$date = as . Date ( as . cha rac t e r ( Apple$date ) )
Apple = Apple [ order ( Apple$date ) , ]
Depois de importados os dados podem s e r c a l c u l a d o s os logo−r e t o rno s .
C = d i f f ( l og ( Apple$c lose ) )
A.1.2 Gra´ficos
A figura 3.1 e desenhada utilizando o seguinte procedimento
p l o t ( x=Apple$date , y=Apple$c lose , yl im=c (0 , 1 . 1∗max( Apple$c lose ) ) ,
c o l =’blue ’ , type=’ l ’ , main=’Prec¸o de Fecho Apple 1996−2012 ’ ,
x lab =’Data ’ , y lab =’Prec¸o de Fecho ( $ ) ’ )
a x i s ( s i d e =1, at=Apple2$date [ at ] , l a b e l s=format ( Apple2$date [ at ] , ’%b−%y ’ ) )
a b l i n e ( v=Apple2$date [ at ] , c o l =’grey ’ , lwd =0.5)
O gra´fico dos logo-retornos 3.2 e os gra´ficos da densidade emp´ırica com a distribuic¸a˜o normal
ajustada sa˜o obtidos com as seguintes linhas de co´digo.
p l o t ( x=Apple$date , y=C, c o l =’blue ’ , type=’ l ’ , main=’Apple ’ ,
x lab =’Data ’ , y lab =’Logo−re tornos ’ )
gks = dens i ty (C1)#p lo t ( gks$x , gks$y , type = ” l ” , l t y = 3 , lwd =2,
xlim = c ( −0 .05 ,0 .05) , yl im = c (0 , 55) , x lab = ”Log−r e t o rno s ” ,
ylab = ” Densidade dos log−r e t o rno s ” , main = ”Apple ”)
s = seq ( from = −0.5 , to = 0 . 5 , l ength = 500)
# densidade da d i s t r i b u i c¸ a˜ o normal
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l i n e s ( s , dnorm( s , mean(C1) , sd (C1 ) ) , lwd=”2” , c o l=”blue ”)
Por sua vez os QQ-Plots (3.3-3.8)e os gra´ficos de barras (3.15,2.16) presentes no capitulo 3
da tese sa˜o obtidos da seguinte forma:
qqnorm (C, main=”QQ−p lo t Apple ” , xlab=”Quantis t e o´ r i c o s ” ,
ylab=”Quantis emp ı´ r i co s ”)
q q l i n e (C, c o l =”2”)
K = rep (0 , 6 )
K[ 1 ] = k u r t o s i s (C)
K[ 2 ] = k u r t o s i s (E)
K[ 3 ] = k u r t o s i s (A)
K[ 4 ] = k u r t o s i s (D)
K[ 5 ] = k u r t o s i s (B)
K[ 6 ] = k u r t o s i s (F)
E = rep (0 , 6 )
E [ 1 ] = skewness (C)
E [ 2 ] = skewness (E)
E [ 3 ] = skewness (A)
E [ 4 ] = skewness (D)
E [ 5 ] = skewness (B)
E [ 6 ] = skewness (F)
barp lo t (K, main=”Curtose ” , xlab=”Ativo ” , ylab=”Total ” , cex . main=2,
f ont . main=3, names . arg=c (” Apple ” ,” Mic ro so f t ” ,” Ford ” ,” Boeing ” ,
”Mcdonalds ” ,” CocaCola ”) , c o l=” l i g h t b l u e ”)
barp lo t (E, main=”Enviesamento ” , xlab=”Ativo ” , ylab=”Total ” , cex . main=2,
f ont . main=3,names . arg=c (” Apple ” ,” Mic roso f t ” ,” Ford ” ,” Boeing ” ,
”Mcdonalds ” ,” CocaCola ”) , c o l=” l i g h t b l u e ”)
A.1.3 Testes estat´ısticos
Para o uso das func¸o˜es que esta˜o descritas abaixo e´ necessa´rio a instalac¸a˜o do package
tseries.As tabelas 3.2 e 3.3 foram obtidas com o seguinte co´digo.
ja rque . bera . t e s t (C)
ad . t e s t (C)
A.1.4 Modelo de Black-Scholes
O procedimento abaixo permite calcular o prec¸o de opc¸a˜o call ou put utilizando o modelo
de Black-Scholes
dt = 1/252
n = length (C)−1
m = 1/(( n+1)∗dt )∗sum(C)
APEˆNDICE A. ASPECTOS COMPUTACIONAIS 67
sigma = s q r t (1/( n∗dt ) ) sum ( (A−m)ˆ2)
K=31
T = 45/252
r =0.03
S = 29.24
BS = func t i on (S , K, T, r , sigma , type=”C”)
{
d1 = ( log (S/K) + ( r + sigma ˆ2/2)∗(T) ) / ( sigma∗ s q r t (T) )
d2 = d1 − sigma∗ s q r t (T)
i f ( type==”C”){
value = S∗pnorm( d1 ) − K∗exp(−r∗T)∗pnorm( d2 )
}
i f ( type==”P”){
value =E∗exp(−r∗T)∗pnorm(−d2 ) − S∗pnorm(−d1 )
}
r e turn ( value )
}
bs = BS(S , K, T, r , sigma , type=”C”)
A.1.5 Modelo de Heston
Os ca´lculos de prec¸os efectuados neste trabalho utilizando o modelo de Heston foram
efectuados com a ajuda do package NMOF.Segue-se um exemplo de como se obteve um
valor para uma call.
c a l l H e s t o n c f ( S0 , X, T, r , 0 , 0 . 041 , 0 .0152 , 0 . 5 , 0 , 0 .2958 ,
implVol = FALSE)
A.1.5.1 Calibrac¸a˜o do modelo de Heston
Para obter os parametros apresentados nas tableas (4.2-4.7) foi utilizada a func¸a˜o lsqnonlin
programada em matlab.O modelo e´ optimizado da seguinte forma: Os valores presentes no
vector x0 sa˜o obtidos como descrito no capitulo 2
G = garch ( Logret )
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De seguinda e´ efctuada a calibrac¸a˜o do modelo. Para tal e´ utilizada a func¸a˜o costf2 que
optimiza a func¸a˜o a calibrar.Esta por sua vez recorre a func¸a˜o Hestoncall que calcula o prec¸o
de uma opc¸a˜o call.
g l o b a l impvol ; g l o b a l s t r i k e ; g l o b a l T; g l o b a l S0 ; g l o b a l r ;
g l o b a l p r i c e ; g l o b a l ask ; g l o b a l bid ;
x0 =[1.798 e−05 , 5 .968 e−01 ,5 . 610 e−01 , −0 . 7 , 0 . 1 5 ] ;
lb = [ 0 , 0 , 0 , −1, 0 ] ;
ub = [ 2 0 , 1 , 5 , 0 , 1 ] ;
S0 =75.74; r =0.03;
load KO3. txt
T=125/252;
s t r i k e=KO3( : , 1 ) ;
p r i c e = KO3( : , 2 ) ;
bid = KO3( : , 3 ) ;
ask = KO3( : , 4 ) ;
x = l s q n o n l i n ( @costf2 , x0 , lb , ub ) ;
x
func t i on [ co s t ]= c o s t f 2 ( x )
g l o b a l s t r i k e ; g l o b a l T; g l o b a l S0 ; g l o b a l r ;
g l o b a l p r i c e ; g l o b a l bid ; g l o b a l ask ;
f o r i =1: l ength ( p r i c e )
co s t ( i )=( HestonCal l ( S0 , s t r i k e ( i ) , r ,T, x ( 5 ) , x ( 1 ) , x ( 2 ) , x ( 3 ) , x ( 4 ) , 0 )
− p r i c e ( i ) ) / ( abs ( bid ( i )−ask ( i ) ) ) ;
end
func t i on C=HestonCal l ( St ,K, r ,T, vt , kap , th , s i g , rho , lda )
dphi =0.01;
maxphi=50;
phi=(eps : dphi : maxphi ) ’ ;
f 1 = CF SVj ( l og ( St ) , vt ,T, 0 , kap∗th , 0 . 5 , kap+lda−rho∗ s i g , rho , s i g , phi ) ;
P1 = 0.5+(1/ p i )∗sum( r e a l ( exp(− i ∗phi∗ l og (K) ) . ∗ f 1 . / ( i ∗phi ) )∗ dphi ) ;
f 2 = CF SVj ( l og ( St ) , vt ,T, 0 , kap∗th ,−0.5 , kap+lda , rho , s i g , phi ) ;
P2 = 0.5+(1/ p i )∗sum( r e a l ( exp(− i ∗phi∗ l og (K) ) . ∗ f 2 . / ( i ∗phi ) )∗ dphi ) ;
C = St∗P1 −K∗exp(−r∗T)∗P2 ;
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A.1.6 Processo de Meixner
A func¸a˜o densidade de probabilidade de Meixner que foi exposta no capitulo 2 foi progra-
mada da seguinte forma:
Meixner . pdf = func t i on (x , a , b ,m, d)
{
A = (2∗ cos (b /2))ˆ(2∗d)
B = 2∗a∗ pi ∗gamma(2∗d)
C = (b∗(x−m))/ a
D = d +(complex (1 , 0 , 1 )∗ ( x−m))/ a
E = abs (cgamma(D))ˆ2
f = A/B∗exp (C)∗E
f
}
P = Meixner . pdf (x , a , b ,m, d)
O package fAsianOptions e´ necessa´rio estar instalada para que a func¸a˜o cgamma funcione.
A.1.6.1 Gra´ficos
Os gra´ficos que se encontram expostos na sec¸a˜o do processo Meixner foram obtidos da
seguinte forma
Codigo para obter (2.9-2.12)
p l o t (x ,P, type = ” l ” , c o l=”black ” , lwd=3, xlab=”x ” , ylab=”f ( x )” )
l i n e s (x , Q, type =” l ” , l t y =3, c o l=”red ” , lwd=3)
l i n e s (x , R, type =” l ” , l t y = 2 , c o l=”blue ” , lwd=3)
legend (0 . 0 35 , 30 , c (”MXN( 0 . 0 5 , 0 , 0 , 0 . 5 ) ” , ”MXN(0 .05 , −2 ,0 ,0 . 5 )” ,
”MXN( 0 . 0 5 , 2 , 0 , 0 . 5 ) ” ) , cex =0.8 , c o l=c (” black ” ,” red ” ,” blue ”) ,
pch = c (−1 , −1, −1) , l t y=c ( 1 , 3 , 2 ) ) ;
t i t l e ( main = l i s t (” E f e i t o b em MXN” , c o l=”black ” , cex =1.5 , f ont =3))
Codigo para obter 2.13,2.14 e 2.15
h = h i s t (C1 , breaks =50, c o l=” l i g h t b l u e ” , xlab=”Logo−Retornos ” ,
main =”Histograma e D i s t r i b u i c¸ o˜ e s ” , cex . main=2, f ont . main=3)
l i n e s (x ,P, type = ” l ” , c o l=”black ” , l t y =2, lwd=2, xlim = c ( −0 .05 ,0 .05) ,
yl im = c (0 , 60) , main = ” E f e i t o de b na d i s t r i b u i c¸ a˜ o de Meixner ” ,
xlab=”x ” , ylab=”f ( x )” )
l i n e s (x , dnorm(x , mean(C1) , sd (C1 ) ) , lwd=”2” , c o l = ” blue ”)
legend ( 0 . 0 1 , 60 , c (” D i s t r i b u i c¸ a˜ o Normal ” ,” D i s t r i b u i c¸ a˜ o de Meixner ”) ,
cex =0.8 , c o l=c (” blue ” ,” black ”) , pch = c (−1 , −1, −1) , l t y=c ( l t y =1, l t y =2)) ;
t i t l e ( main = l i s t (” E f e i t o de rho em GNL” , c o l=”black ” , cex =1.5 , f ont =3))
p l o t (x ,P, type = ” l ” , c o l=”black ” , lwd=2, xlim = c (−0.050 ,−0.03) ,
yl im =c (0 , 7 ) , main = ”Caudas das D i s t r i b u i c¸ o˜ e s ” , xlab=”x ” , ylab=”f ( x )” ,
cex . main=2, f ont . main=3)
l i n e s (x , dnorm(x , mean(C1) , sd (C1 ) ) , lwd=”2” , c o l = ” blue ”)
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legend (0 . 0 43 , 7 , c (” D i s t r i b u i c¸ a˜ o Normal ” ,” D i s t r i b u i c¸ a˜ o de Meixner ”) ,
cex =0.8 , c o l=c (” blue ” ,” black ”) , pch = c (−1 , −1, −1) , l t y =1);
Codigo para 2.16
A = rnorm (C)
B = rnorm (P)
qqplot (A,B, main=”QQ−Plot D i s t r i b u i c¸ a˜ o de Meixner ” , xlab=”Dados empi r ı´ co s ” ,
ylab=”Dados por Meixner ”)
a b l i n e (0 , 1 )
A.1.6.2 Estimac¸a˜o de paraˆmetros
Os dados da tabela 4.8 foram obtidos da seguinte forma
m1 = mean(C)
m2 = var (C)
b1 = skewness (C)
b2 = k u r t o s i s (C)
z = b1/−b1
a = s q r t ( m2∗(2∗b2−3∗b1ˆ2−6))
i f ( z == −1)
{
b = acos ( ( b2−2∗b1ˆ2−3)/(b2−b1ˆ2−3))
}
i f ( z == 1)
{
b = − acos ( ( b2−2∗b1ˆ2−3)/(b2−b1ˆ2−3))
}
d = 1/(b2−b1ˆ2−3)
m = m1−a∗d∗ tan (b/2)
X=−cos ( a /2) + exp ( (m−r )/(2∗d ) )
Y = s i n ( a /2)
Z= 2∗ atan (X/Y)
theta = −1/a∗(b+Z)
A.1.6.3 Prec¸o de uma opc¸a˜o call
O procedimento abaixo foi utilizado para obter o prec¸o de uma opc¸a˜o call utilizando o
processo de Meixner.
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Cal l .M = func t i on (a , b ,m, d ,K, S0 , theta ,T)
{
c = log (K/S0 )
b11 = a∗( theta +1) + b
d11 = d∗T
m11= m∗T
b2 = a∗ theta+b
tempG . fn=func t i on ( x )
{
A = (2∗ cos ( b11 /2))ˆ(2∗ d11 )
B = 2∗a∗ pi ∗gamma(2∗d11 )
C = ( b11 ∗(x−m))/ a
D = d11 +(complex (1 , 0 , 1 )∗ ( x−m11))/ a
E = abs (cgamma(D))ˆ2
f = A/B∗exp (C)∗E
f
}
tempI . fn=func t i on ( x )
{
A = (2∗ cos ( b2 /2))ˆ(2∗ d11 )
B = 2∗a∗ pi ∗gamma(2∗d11 )
C = ( b2∗(x−m1))/ a
D = d11 +(complex (1 , 0 , 1 )∗ ( x−m11))/ a
E = abs (cgamma(D))ˆ2
f = A/B∗exp (C)∗E
f
}
IG = i n t e g r a t e (tempG . fn , lower=c , upper =20, r e l . t o l =0.01 ,
s u b d i v i s i o n s =10000)
tempIG = i f e l s e ( IG$message == ”OK” , IG$value ,NA)
I I = i n t e g r a t e ( tempI . fn , lower=c , upper =20, r e l . t o l =0.01 ,
s u b d i v i s i o n s =10000)
tempII = i f e l s e ( I I$message == ”OK” , I I$va lue ,NA)
c a l l = S0∗tempIG − exp(−r∗T)∗K∗ tempII
c a l l
}
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A.1.7 Processo de Brown-Laplace
O me´todo utilizado para obter a func¸a˜o densidade de probabilidade da func¸a˜o densidade
de probabilidade da distribuic¸a˜o Normal-Laplace Generalizada foi o da inversa˜o da func¸a˜o
caracter´ıstica e foi programado da seguinte forma.
GNL. pdf . fn = func t i on (x ,mu, sigma , alpha , beta , rho )
{
y = x−rho∗mu
c f . fn = func t i on ( s ){
cp lex = complex (1 , 0 , 1 )
temp1 = alpha∗beta∗exp(−sigma∗ s ˆ2/2)
temp2 = ( alpha−cp lex ∗ s )∗ ( beta+cp lex ∗ s )
out = ( temp1/temp2 )ˆ rho
out
}
temp . fn = func t i on ( s ){
(Mod( c f . fn ( s ) ) )∗ cos ( Arg ( c f . fn ( s ))− s∗y )
}
i n t . fn = func t i on ( t ){ sapply ( t ,FUN=temp . fn )}
te = i n t e g r a t e ( i n t . fn , lower =0,upper=Inf , r e l . t o l=1e−10, s u b d i v i s i o n s =1000000)
temp3 = i f e l s e ( te$message == ”OK” , t e$va lue / pi ,NA)
temp3
}
GNL. vec = Vecto r i z e (GNL. pdf . fn , ”x ”)
P = GNL. vec (x , 0 , 1 , 1 , 2 , 0 . 7 5 )
A.1.7.1 Gra´ficos
Os gra´ficos (2.18-2.21) foram obtidos recorrendo ao seguinte co´digo.
p l o t (x ,P, type = ” l ” , c o l=”black ” , lwd=2, xlim = c (−10 ,10) , yl im = c (0 , 0 . 4 0 ) , xlab=”x ” , ylab=”f ( x )” )
l i n e s (x , Q, l t y =3, c o l=”red ” , lwd=2)
l i n e s (x , R, l t y =2, c o l=”blue ” , lwd=2)
t i t l e ( main = l i s t (” E f e i t o de rho em GNL” , c o l=”black ” , cex =1.5 , f ont =3))
legend ( 4 . 5 , 0 . 40 , c (”GNL( 0 , 1 , 1 , 2 , 0 . 7 5 ) ” , ”GNL(0 , 1 , 1 , 2 , 1 ) ” , ”GNL( 0 , 1 , 1 , 2 , 2 ) ” ) ,
cex =0.8 , c o l=c (” black ” ,” red ” ,” blue ”) , pch = c (−1 , −1, −1) , l t y=c ( 1 , 3 , 2 ) ) ;
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Apeˆndice B
Dados retirados do mercado
B.1 Apple
B.1.1 AAPL121020
Strike Symbol Last Bid Ask
195.00 AAPL121020C00195000 412.00 377.65 381.30
200.00 AAPL121020C00200000 363.10 372.70 376.35
205.00 AAPL121020C00205000 5.00 367.65 371.35
210.00 AAPL121020C00210000 374.45 362.70 366.30
230.00 AAPL121020C00230000 332.65 342.80 346.45
245.00 AAPL121020C00245000 352.05 327.85 331.50
250.00 AAPL121020C00250000 313.40 322.80 326.50
255.00 AAPL121020C00255000 341.85 317.85 321.60
260.00 AAPL121020C00260000 280.00 314.00 316.60
265.00 AAPL121020C00265000 284.80 307.90 311.70
270.00 AAPL121020C00270000 298.63 303.00 306.65
275.00 AAPL121020C00275000 322.00 298.20 301.70
280.00 AAPL121020C00280000 253.72 293.25 296.75
285.00 AAPL121020C00285000 304.71 288.30 291.75
290.00 AAPL121020C00290000 308.65 283.35 286.90
295.00 AAPL121020C00295000 311.70 279.00 281.60
300.00 AAPL121020C00300000 272.46 274.10 276.65
305.00 AAPL121020C00305000 298.40 269.05 271.75
310.00 AAPL121020C00310000 277.00 264.10 266.75
315.00 AAPL121020C00315000 248.05 259.20 261.85
320.00 AAPL121020C00320000 261.30 253.95 256.95
325.00 AAPL121020C00325000 245.30 249.40 251.70
330.00 AAPL121020C00330000 254.00 244.50 247.10
335.00 AAPL121020C00335000 202.85 239.20 242.15
340.00 AAPL121020C00340000 236.00 234.70 236.95
345.00 AAPL121020C00345000 271.40 229.70 232.35
350.00 AAPL121020C00350000 222.90 224.80 227.50
355.00 AAPL121020C00355000 220.42 220.00 222.60
360.00 AAPL121020C00360000 224.00 215.05 217.70
365.00 AAPL121020C00365000 202.00 209.80 212.55
370.00 AAPL121020C00370000 200.44 205.45 207.95
375.00 AAPL121020C00375000 185.70 200.60 203.15
380.00 AAPL121020C00380000 201.68 195.75 198.35
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385.00 AAPL121020C00385000 204.10 190.95 193.35
390.00 AAPL121020C00390000 184.50 186.10 188.40
395.00 AAPL121020C00395000 177.10 181.40 183.60
400.00 AAPL121020C00400000 172.00 176.45 178.00
405.00 AAPL121020C00405000 171.35 171.90 174.00
410.00 AAPL121020C00410000 168.30 167.20 168.85
415.00 AAPL121020C00415000 150.95 162.50 165.00
420.00 AAPL121020C00420000 157.10 157.80 160.00
425.00 AAPL121020C00425000 150.55 153.05 155.35
430.00 AAPL121020C00430000 147.85 148.55 150.95
435.00 AAPL121020C00435000 158.02 144.25 146.55
440.00 AAPL121020C00440000 141.90 139.65 142.00
445.00 AAPL121020C00445000 129.70 135.15 137.20
450.00 AAPL121020C00450000 127.45 130.40 132.85
455.00 AAPL121020C00455000 127.38 126.30 128.05
460.00 AAPL121020C00460000 119.75 121.90 123.95
465.00 AAPL121020C00465000 121.74 118.35 120.15
470.00 AAPL121020C00470000 112.95 113.50 115.90
475.00 AAPL121020C00475000 107.02 109.35 111.30
480.00 AAPL121020C00480000 102.85 105.65 107.70
485.00 AAPL121020C00485000 99.75 101.00 103.45
490.00 AAPL121020C00490000 95.00 97.00 99.50
495.00 AAPL121020C00495000 91.26 93.15 95.15
500.00 AAPL121020C00500000 90.80 89.90 91.10
505.00 AAPL121020C00505000 84.60 86.35 87.40
510.00 AAPL121020C00510000 81.42 82.20 83.95
515.00 AAPL121020C00515000 89.55 78.75 80.40
520.00 AAPL121020C00520000 74.00 75.30 76.70
525.00 AAPL121020C00525000 70.70 72.10 73.30
530.00 AAPL121020C00530000 68.82 68.70 69.75
535.00 AAPL121020C00535000 66.00 65.35 66.50
540.00 AAPL121020C00540000 62.90 62.25 63.25
545.00 AAPL121020C00545000 57.56 59.10 60.10
550.00 AAPL121020C00550000 56.70 56.10 57.10
555.00 AAPL121020C00555000 52.00 53.20 54.20
560.00 AAPL121020C00560000 51.20 50.65 51.30
565.00 AAPL121020C00565000 47.79 47.55 48.55
570.00 AAPL121020C00570000 45.40 44.75 45.85
575.00 AAPL121020C00575000 43.00 42.30 43.30
580.00 AAPL121020C00580000 40.30 39.90 40.65
585.00 AAPL121020C00585000 37.30 37.45 38.35
590.00 AAPL121020C00590000 35.55 35.15 36.00
595.00 AAPL121020C00595000 32.40 33.20 34.00
600.00 AAPL121020C00600000 31.25 31.25 31.65
605.00 AAPL121020C00605000 29.05 28.85 29.70
610.00 AAPL121020C00610000 26.60 27.10 27.85
615.00 AAPL121020C00615000 24.00 25.00 26.10
620.00 AAPL121020C00620000 24.10 23.35 24.20
625.00 AAPL121020C00625000 22.00 21.95 22.55
630.00 AAPL121020C00630000 20.70 20.35 21.00
635.00 AAPL121020C00635000 18.55 18.80 19.50
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640.00 AAPL121020C00640000 17.85 17.55 18.00
645.00 AAPL121020C00645000 15.15 16.25 16.75
650.00 AAPL121020C00650000 15.25 14.75 15.50
655.00 AAPL121020C00655000 12.86 13.85 14.40
660.00 AAPL121020C00660000 12.70 12.75 13.30
665.00 AAPL121020C00665000 11.33 11.50 12.25
670.00 AAPL121020C00670000 10.95 10.60 11.25
675.00 AAPL121020C00675000 9.23 9.95 10.40
680.00 AAPL121020C00680000 8.44 9.15 9.60
685.00 AAPL121020C00685000 8.19 8.40 8.80
690.00 AAPL121020C00690000 7.25 7.55 8.05
695.00 AAPL121020C00695000 6.55 7.05 7.45
700.00 AAPL121020C00700000 6.60 6.45 6.80
705.00 AAPL121020C00705000 5.90 5.70 6.25
710.00 AAPL121020C00710000 5.05 5.35 5.70
715.00 AAPL121020C00715000 4.55 4.85 5.25
720.00 AAPL121020C00720000 4.95 4.45 4.85
725.00 AAPL121020C00725000 3.85 4.05 4.40
730.00 AAPL121020C00730000 3.55 3.70 4.05
735.00 AAPL121020C00735000 3.25 3.35 3.70
740.00 AAPL121020C00740000 3.25 3.05 3.40
745.00 AAPL121020C00745000 2.78 2.77 3.10
750.00 AAPL121020C00750000 2.61 2.54 2.90
755.00 AAPL121020C00755000 2.35 2.37 2.65
760.00 AAPL121020C00760000 2.09 2.11 2.42
765.00 AAPL121020C00765000 2.01 1.92 2.22
770.00 AAPL121020C00770000 2.25 1.74 2.04
775.00 AAPL121020C00775000 1.80 1.59 1.90
780.00 AAPL121020C00780000 1.40 1.46 1.73
785.00 AAPL121020C00785000 1.50 1.34 1.59
790.00 AAPL121020C00790000 1.65 1.23 1.49
795.00 AAPL121020C00795000 2.47 1.09 1.37
800.00 AAPL121020C00800000 1.15 1.10 1.28
805.00 AAPL121020C00805000 1.04 0.95 1.18
810.00 AAPL121020C00810000 1.98 0.86 1.10
815.00 AAPL121020C00815000 1.13 0.80 1.02
820.00 AAPL121020C00820000 0.89 0.74 0.97
825.00 AAPL121020C00825000 1.82 0.69 0.96
830.00 AAPL121020C00830000 1.73 0.60 0.89
835.00 AAPL121020C00835000 1.60 0.56 0.85
840.00 AAPL121020C00840000 0.70 0.49 0.76
845.00 AAPL121020C00845000 0.63 0.50 0.72
850.00 AAPL121020C00850000 0.61 0.48 0.67
855.00 AAPL121020C00855000 1.04 0.26 0.64
860.00 AAPL121020C00860000 0.85 0.23 0.63
865.00 AAPL121020C00865000 1.65 0.16 0.60
870.00 AAPL121020C00870000 0.78 0.25 0.59
875.00 AAPL121020C00875000 0.65 0.33 0.53
880.00 AAPL121020C00880000 0.54 0.32 0.89
885.00 AAPL121020C00885000 0.35 0.20 0.70
890.00 AAPL121020C00890000 0.51 0.20 0.51
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900.00 AAPL121020C00900000 0.40 0.19 0.47
910.00 AAPL121020C00910000 0.36 0.18 0.79
920.00 AAPL121020C00920000 0.21 N/A 0.38
930.00 AAPL121020C00930000 0.27 0.08 0.74
940.00 AAPL121020C00940000 0.35 0.02 0.39
950.00 AAPL121020C00950000 0.19 0.09 0.60
960.00 AAPL121020C00960000 0.20 N/A 0.31
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B.1.2 AAPL121020
Strike Symbol Last Bid Ask
195.00 AAPL121020C00195000 412.00 377.65 381.30
200.00 AAPL121020C00200000 363.10 372.70 376.35
205.00 AAPL121020C00205000 5.00 367.65 371.35
210.00 AAPL121020C00210000 374.45 362.70 366.30
230.00 AAPL121020C00230000 332.65 342.80 346.45
245.00 AAPL121020C00245000 352.05 327.85 331.50
250.00 AAPL121020C00250000 313.40 322.80 326.50
255.00 AAPL121020C00255000 341.85 317.85 321.60
260.00 AAPL121020C00260000 280.00 314.00 316.60
265.00 AAPL121020C00265000 284.80 307.90 311.70
270.00 AAPL121020C00270000 298.63 303.00 306.65
275.00 AAPL121020C00275000 322.00 298.20 301.70
280.00 AAPL121020C00280000 253.72 293.25 296.75
285.00 AAPL121020C00285000 304.71 288.30 291.75
290.00 AAPL121020C00290000 308.65 283.35 286.90
295.00 AAPL121020C00295000 311.70 279.00 281.60
300.00 AAPL121020C00300000 272.46 274.10 276.65
305.00 AAPL121020C00305000 298.40 269.05 271.75
310.00 AAPL121020C00310000 277.00 264.10 266.75
315.00 AAPL121020C00315000 248.05 259.20 261.85
320.00 AAPL121020C00320000 261.30 253.95 256.95
325.00 AAPL121020C00325000 245.30 249.40 251.70
330.00 AAPL121020C00330000 254.00 244.50 247.10
335.00 AAPL121020C00335000 202.85 239.20 242.15
340.00 AAPL121020C00340000 236.00 234.70 236.95
345.00 AAPL121020C00345000 271.40 229.70 232.35
350.00 AAPL121020C00350000 222.90 224.80 227.50
355.00 AAPL121020C00355000 220.42 220.00 222.60
360.00 AAPL121020C00360000 224.00 215.05 217.70
365.00 AAPL121020C00365000 202.00 209.80 212.55
370.00 AAPL121020C00370000 200.44 205.45 207.95
375.00 AAPL121020C00375000 185.70 200.60 203.15
380.00 AAPL121020C00380000 201.68 195.75 198.35
385.00 AAPL121020C00385000 204.10 190.95 193.35
390.00 AAPL121020C00390000 184.50 186.10 188.40
395.00 AAPL121020C00395000 177.10 181.40 183.60
400.00 AAPL121020C00400000 172.00 176.45 178.00
405.00 AAPL121020C00405000 171.35 171.90 174.00
410.00 AAPL121020C00410000 168.30 167.20 168.85
415.00 AAPL121020C00415000 150.95 162.50 165.00
420.00 AAPL121020C00420000 157.10 157.80 160.00
425.00 AAPL121020C00425000 150.55 153.05 155.35
430.00 AAPL121020C00430000 147.85 148.55 150.95
435.00 AAPL121020C00435000 158.02 144.25 146.55
440.00 AAPL121020C00440000 141.90 139.65 142.00
445.00 AAPL121020C00445000 129.70 135.15 137.20
450.00 AAPL121020C00450000 127.45 130.40 132.85
APEˆNDICE B. DADOS RETIRADOS DO MERCADO 79
455.00 AAPL121020C00455000 127.38 126.30 128.05
460.00 AAPL121020C00460000 119.75 121.90 123.95
465.00 AAPL121020C00465000 121.74 118.35 120.15
470.00 AAPL121020C00470000 112.95 113.50 115.90
475.00 AAPL121020C00475000 107.02 109.35 111.30
480.00 AAPL121020C00480000 102.85 105.65 107.70
485.00 AAPL121020C00485000 99.75 101.00 103.45
490.00 AAPL121020C00490000 95.00 97.00 99.50
495.00 AAPL121020C00495000 91.26 93.15 95.15
500.00 AAPL121020C00500000 90.80 89.90 91.10
505.00 AAPL121020C00505000 84.60 86.35 87.40
510.00 AAPL121020C00510000 81.42 82.20 83.95
515.00 AAPL121020C00515000 89.55 78.75 80.40
520.00 AAPL121020C00520000 74.00 75.30 76.70
525.00 AAPL121020C00525000 70.70 72.10 73.30
530.00 AAPL121020C00530000 68.82 68.70 69.75
535.00 AAPL121020C00535000 66.00 65.35 66.50
540.00 AAPL121020C00540000 62.90 62.25 63.25
545.00 AAPL121020C00545000 57.56 59.10 60.10
550.00 AAPL121020C00550000 56.70 56.10 57.10
555.00 AAPL121020C00555000 52.00 53.20 54.20
560.00 AAPL121020C00560000 51.20 50.65 51.30
565.00 AAPL121020C00565000 47.79 47.55 48.55
570.00 AAPL121020C00570000 45.40 44.75 45.85
575.00 AAPL121020C00575000 43.00 42.30 43.30
580.00 AAPL121020C00580000 40.30 39.90 40.65
585.00 AAPL121020C00585000 37.30 37.45 38.35
590.00 AAPL121020C00590000 35.55 35.15 36.00
595.00 AAPL121020C00595000 32.40 33.20 34.00
600.00 AAPL121020C00600000 31.25 31.25 31.65
605.00 AAPL121020C00605000 29.05 28.85 29.70
610.00 AAPL121020C00610000 26.60 27.10 27.85
615.00 AAPL121020C00615000 24.00 25.00 26.10
620.00 AAPL121020C00620000 24.10 23.35 24.20
625.00 AAPL121020C00625000 22.00 21.95 22.55
630.00 AAPL121020C00630000 20.70 20.35 21.00
635.00 AAPL121020C00635000 18.55 18.80 19.50
640.00 AAPL121020C00640000 17.85 17.55 18.00
645.00 AAPL121020C00645000 15.15 16.25 16.75
650.00 AAPL121020C00650000 15.25 14.75 15.50
655.00 AAPL121020C00655000 12.86 13.85 14.40
660.00 AAPL121020C00660000 12.70 12.75 13.30
665.00 AAPL121020C00665000 11.33 11.50 12.25
670.00 AAPL121020C00670000 10.95 10.60 11.25
675.00 AAPL121020C00675000 9.23 9.95 10.40
680.00 AAPL121020C00680000 8.44 9.15 9.60
685.00 AAPL121020C00685000 8.19 8.40 8.80
690.00 AAPL121020C00690000 7.25 7.55 8.05
695.00 AAPL121020C00695000 6.55 7.05 7.45
700.00 AAPL121020C00700000 6.60 6.45 6.80
705.00 AAPL121020C00705000 5.90 5.70 6.25
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710.00 AAPL121020C00710000 5.05 5.35 5.70
715.00 AAPL121020C00715000 4.55 4.85 5.25
720.00 AAPL121020C00720000 4.95 4.45 4.85
725.00 AAPL121020C00725000 3.85 4.05 4.40
730.00 AAPL121020C00730000 3.55 3.70 4.05
735.00 AAPL121020C00735000 3.25 3.35 3.70
740.00 AAPL121020C00740000 3.25 3.05 3.40
745.00 AAPL121020C00745000 2.78 2.77 3.10
750.00 AAPL121020C00750000 2.61 2.54 2.90
755.00 AAPL121020C00755000 2.35 2.37 2.65
760.00 AAPL121020C00760000 2.09 2.11 2.42
765.00 AAPL121020C00765000 2.01 1.92 2.22
770.00 AAPL121020C00770000 2.25 1.74 2.04
775.00 AAPL121020C00775000 1.80 1.59 1.90
780.00 AAPL121020C00780000 1.40 1.46 1.73
785.00 AAPL121020C00785000 1.50 1.34 1.59
790.00 AAPL121020C00790000 1.65 1.23 1.49
795.00 AAPL121020C00795000 2.47 1.09 1.37
800.00 AAPL121020C00800000 1.15 1.10 1.28
805.00 AAPL121020C00805000 1.04 0.95 1.18
810.00 AAPL121020C00810000 1.98 0.86 1.10
815.00 AAPL121020C00815000 1.13 0.80 1.02
820.00 AAPL121020C00820000 0.89 0.74 0.97
825.00 AAPL121020C00825000 1.82 0.69 0.96
830.00 AAPL121020C00830000 1.73 0.60 0.89
835.00 AAPL121020C00835000 1.60 0.56 0.85
840.00 AAPL121020C00840000 0.70 0.49 0.76
845.00 AAPL121020C00845000 0.63 0.50 0.72
850.00 AAPL121020C00850000 0.61 0.48 0.67
855.00 AAPL121020C00855000 1.04 0.26 0.64
860.00 AAPL121020C00860000 0.85 0.23 0.63
865.00 AAPL121020C00865000 1.65 0.16 0.60
870.00 AAPL121020C00870000 0.78 0.25 0.59
875.00 AAPL121020C00875000 0.65 0.33 0.53
880.00 AAPL121020C00880000 0.54 0.32 0.89
885.00 AAPL121020C00885000 0.35 0.20 0.70
890.00 AAPL121020C00890000 0.51 0.20 0.51
900.00 AAPL121020C00900000 0.40 0.19 0.47
910.00 AAPL121020C00910000 0.36 0.18 0.79
920.00 AAPL121020C00920000 0.21 N/A 0.38
930.00 AAPL121020C00930000 0.27 0.08 0.74
940.00 AAPL121020C00940000 0.35 0.02 0.39
950.00 AAPL121020C00950000 0.19 0.09 0.60
960.00 AAPL121020C00960000 0.20 N/A 0.31
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B.1.3 AAPL130119
Strike Symbol Last Bid Ask
135.00 AAPL130119C00135000 443.11 437.50 441.40
140.00 AAPL130119C00140000 436.99 432.55 436.40
145.00 AAPL130119C00145000 431.96 427.55 431.40
150.00 AAPL130119C00150000 426.93 422.60 426.55
155.00 AAPL130119C00155000 459.20 417.65 421.45
160.00 AAPL130119C00160000 416.40 412.70 416.45
165.00 AAPL130119C00165000 449.20 407.70 411.55
170.00 AAPL130119C00170000 364.00 402.30 406.50
175.00 AAPL130119C00175000 329.22 397.80 401.50
180.00 AAPL130119C00180000 355.20 392.30 396.55
185.00 AAPL130119C00185000 385.40 387.90 391.55
190.00 AAPL130119C00190000 401.21 382.95 386.60
195.00 AAPL130119C00195000 341.40 377.50 381.70
200.00 AAPL130119C00200000 371.94 373.00 375.30
205.00 AAPL130119C00205000 372.40 368.10 371.70
210.00 AAPL130119C00210000 364.29 363.15 366.75
215.00 AAPL130119C00215000 358.00 358.00 361.85
220.00 AAPL130119C00220000 317.32 353.00 356.90
225.00 AAPL130119C00225000 338.05 348.35 351.95
230.00 AAPL130119C00230000 319.90 343.40 347.00
235.00 AAPL130119C00235000 339.40 338.50 342.00
240.00 AAPL130119C00240000 310.10 333.90 336.55
245.00 AAPL130119C00245000 329.25 328.85 331.45
250.00 AAPL130119C00250000 321.50 323.95 326.65
255.00 AAPL130119C00255000 295.35 318.65 321.75
260.00 AAPL130119C00260000 329.65 314.10 316.80
265.00 AAPL130119C00265000 345.05 309.20 311.90
270.00 AAPL130119C00270000 302.00 304.20 307.00
275.00 AAPL130119C00275000 300.85 299.05 301.75
280.00 AAPL130119C00280000 293.20 294.35 297.25
285.00 AAPL130119C00285000 291.00 289.55 292.35
290.00 AAPL130119C00290000 288.00 284.75 287.45
295.00 AAPL130119C00295000 251.70 279.90 282.50
300.00 AAPL130119C00300000 272.71 274.90 277.65
305.00 AAPL130119C00305000 260.00 270.25 272.80
310.00 AAPL130119C00310000 255.20 265.00 267.95
315.00 AAPL130119C00315000 274.79 260.55 263.00
320.00 AAPL130119C00320000 260.21 255.70 258.30
325.00 AAPL130119C00325000 252.50 250.90 253.50
330.00 AAPL130119C00330000 244.00 246.15 248.80
335.00 AAPL130119C00335000 223.50 241.40 243.95
340.00 AAPL130119C00340000 234.00 236.20 239.00
345.00 AAPL130119C00345000 233.00 231.90 234.45
350.00 AAPL130119C00350000 224.00 227.25 229.75
355.00 AAPL130119C00355000 220.94 222.45 224.60
360.00 AAPL130119C00360000 216.07 218.50 219.80
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365.00 AAPL130119C00365000 211.80 213.20 215.70
370.00 AAPL130119C00370000 207.00 208.60 210.80
375.00 AAPL130119C00375000 199.50 203.80 206.10
380.00 AAPL130119C00380000 212.85 199.60 201.70
385.00 AAPL130119C00385000 193.25 195.15 196.90
390.00 AAPL130119C00390000 188.82 190.45 192.55
395.00 AAPL130119C00395000 179.00 185.85 187.90
400.00 AAPL130119C00400000 183.65 181.35 183.65
405.00 AAPL130119C00405000 175.70 176.95 179.25
410.00 AAPL130119C00410000 170.63 172.90 175.30
415.00 AAPL130119C00415000 181.00 168.95 170.40
420.00 AAPL130119C00420000 161.95 164.30 166.30
425.00 AAPL130119C00425000 157.75 159.80 161.90
430.00 AAPL130119C00430000 157.00 156.35 157.65
435.00 AAPL130119C00435000 164.10 152.25 154.05
440.00 AAPL130119C00440000 146.00 147.40 149.60
445.00 AAPL130119C00445000 142.72 143.60 145.60
450.00 AAPL130119C00450000 141.00 139.35 141.60
455.00 AAPL130119C00455000 138.30 135.65 137.90
460.00 AAPL130119C00460000 129.85 131.75 133.70
465.00 AAPL130119C00465000 130.50 128.20 130.15
470.00 AAPL130119C00470000 122.04 124.20 126.10
475.00 AAPL130119C00475000 119.06 120.50 122.70
480.00 AAPL130119C00480000 118.00 117.25 118.60
485.00 AAPL130119C00485000 111.78 113.75 114.85
490.00 AAPL130119C00490000 109.10 109.70 111.40
495.00 AAPL130119C00495000 105.79 106.35 107.95
500.00 AAPL130119C00500000 101.00 102.85 104.00
505.00 AAPL130119C00505000 99.12 99.40 100.95
510.00 AAPL130119C00510000 94.97 96.15 97.85
515.00 AAPL130119C00515000 91.55 92.40 94.65
520.00 AAPL130119C00520000 87.40 89.90 91.45
525.00 AAPL130119C00525000 84.65 86.75 88.35
530.00 AAPL130119C00530000 85.25 84.05 85.35
535.00 AAPL130119C00535000 80.63 80.80 82.30
540.00 AAPL130119C00540000 78.48 77.85 79.40
545.00 AAPL130119C00545000 75.79 75.35 76.50
550.00 AAPL130119C00550000 72.90 72.55 73.65
555.00 AAPL130119C00555000 70.41 69.55 71.00
560.00 AAPL130119C00560000 67.50 67.25 68.40
565.00 AAPL130119C00565000 65.50 64.25 65.70
570.00 AAPL130119C00570000 62.55 62.20 63.10
575.00 AAPL130119C00575000 60.50 59.80 60.65
580.00 AAPL130119C00580000 57.75 57.15 58.25
585.00 AAPL130119C00585000 54.19 54.50 55.85
590.00 AAPL130119C00590000 52.70 52.55 53.60
595.00 AAPL130119C00595000 48.52 50.35 51.40
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600.00 AAPL130119C00600000 48.65 48.60 48.90
605.00 AAPL130119C00605000 46.46 46.05 47.05
610.00 AAPL130119C00610000 42.60 44.10 45.05
615.00 AAPL130119C00615000 42.00 41.55 42.90
620.00 AAPL130119C00620000 40.60 39.65 40.95
625.00 AAPL130119C00625000 38.63 38.40 39.20
630.00 AAPL130119C00630000 37.05 36.05 37.70
635.00 AAPL130119C00635000 35.25 34.35 35.70
640.00 AAPL130119C00640000 33.47 33.25 34.05
645.00 AAPL130119C00645000 32.00 31.70 32.65
650.00 AAPL130119C00650000 30.10 30.05 30.50
655.00 AAPL130119C00655000 29.00 28.30 29.75
660.00 AAPL130119C00660000 27.45 26.75 27.90
665.00 AAPL130119C00665000 25.48 25.90 26.80
670.00 AAPL130119C00670000 24.80 24.00 25.35
675.00 AAPL130119C00675000 22.65 23.30 24.10
680.00 AAPL130119C00680000 22.35 22.15 22.85
685.00 AAPL130119C00685000 20.95 20.25 21.75
690.00 AAPL130119C00690000 19.75 19.20 20.55
695.00 AAPL130119C00695000 17.83 18.75 19.70
700.00 AAPL130119C00700000 18.10 17.75 18.35
705.00 AAPL130119C00705000 16.86 16.20 17.50
710.00 AAPL130119C00710000 15.16 16.00 16.65
715.00 AAPL130119C00715000 15.05 15.05 15.75
720.00 AAPL130119C00720000 14.27 13.55 14.90
725.00 AAPL130119C00725000 13.02 13.50 14.10
730.00 AAPL130119C00730000 12.60 12.05 13.30
735.00 AAPL130119C00735000 11.75 12.05 12.60
740.00 AAPL130119C00740000 11.20 11.30 11.85
745.00 AAPL130119C00745000 10.35 11.00 11.20
750.00 AAPL130119C00750000 10.20 9.45 10.85
755.00 AAPL130119C00755000 9.23 9.00 10.00
760.00 AAPL130119C00760000 9.79 8.95 9.45
765.00 AAPL130119C00765000 9.40 8.45 8.95
770.00 AAPL130119C00770000 9.15 7.25 8.40
775.00 AAPL130119C00775000 7.55 7.35 7.90
780.00 AAPL130119C00780000 6.96 6.40 7.65
785.00 AAPL130119C00785000 7.55 6.00 7.20
790.00 AAPL130119C00790000 7.23 5.60 6.65
795.00 AAPL130119C00795000 5.65 5.20 6.30
800.00 AAPL130119C00800000 5.63 5.40 5.80
805.00 AAPL130119C00805000 5.25 4.65 5.55
810.00 AAPL130119C00810000 6.05 4.35 5.30
815.00 AAPL130119C00815000 5.80 4.10 5.10
820.00 AAPL130119C00820000 4.70 4.15 4.75
825.00 AAPL130119C00825000 4.55 3.55 4.90
830.00 AAPL130119C00830000 3.85 3.35 4.65
835.00 AAPL130119C00835000 4.05 3.15 4.15
840.00 AAPL130119C00840000 3.90 3.45 3.80
845.00 AAPL130119C00845000 4.00 2.86 4.00
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850.00 AAPL130119C00850000 3.23 2.68 3.85
855.00 AAPL130119C00855000 2.97 2.42 3.25
860.00 AAPL130119C00860000 3.20 2.34 3.50
865.00 AAPL130119C00865000 3.45 2.20 3.25
870.00 AAPL130119C00870000 3.85 2.10 3.20
875.00 AAPL130119C00875000 2.60 2.00 3.05
880.00 AAPL130119C00880000 2.80 1.85 2.65
885.00 AAPL130119C00885000 2.99 1.75 2.41
890.00 AAPL130119C00890000 2.48 2.00 2.67
895.00 AAPL130119C00895000 1.92 1.56 2.17
900.00 AAPL130119C00900000 1.88 1.83 2.25
910.00 AAPL130119C00910000 1.75 1.29 1.88
920.00 AAPL130119C00920000 1.50 1.13 1.73
930.00 AAPL130119C00930000 1.98 1.18 1.56
940.00 AAPL130119C00940000 1.43 1.15 1.43
950.00 AAPL130119C00950000 1.16 1.00 1.25
960.00 AAPL130119C00960000 1.20 1.10 1.15
B.2 Microsoft
B.2.1 MSFT120818
Strike Symbol Last Bid Ask
21.00 MSFT120818C00021000 8.45 9.00 9.10
22.00 MSFT120818C00022000 7.30 8.00 8.10
23.00 MSFT120818C00023000 6.94 7.00 7.15
24.00 MSFT120818C00024000 5.40 6.05 6.15
25.00 MSFT120818C00025000 5.15 5.10 5.20
26.00 MSFT120818C00026000 3.70 4.20 4.30
27.00 MSFT120818C00027000 3.35 3.30 3.40
28.00 MSFT120818C00028000 2.52 2.52 2.57
29.00 MSFT120818C00029000 1.82 1.79 1.83
30.00 MSFT120818C00030000 1.18 1.18 1.20
31.00 MSFT120818C00031000 0.71 0.71 0.73
32.00 MSFT120818C00032000 0.39 0.37 0.39
33.00 MSFT120818C00033000 0.20 0.18 0.20
34.00 MSFT120818C00034000 0.10 0.07 0.09
35.00 MSFT120818C00035000 0.03 0.03 0.05
36.00 MSFT120818C00036000 0.03 0.01 0.03
37.00 MSFT120818C00037000 0.03 N/A 0.03
38.00 MSFT120818C00038000 0.03 N/A 0.03
39.00 MSFT120818C00039000 0.06 N/A 0.03
40.00 MSFT120818C00040000 0.04 N/A 0.03
APEˆNDICE B. DADOS RETIRADOS DO MERCADO 85
B.2.2 MSFT121020
Strike Symbol Last Bid Ask
22.00 MSFT121020C00022000 7.51 8.10 8.20
23.00 MSFT121020C00023000 7.03 7.15 7.25
24.00 MSFT121020C00024000 6.25 6.20 6.35
25.00 MSFT121020C00025000 5.35 5.30 5.45
26.00 MSFT121020C00026000 4.47 4.45 4.55
27.00 MSFT121020C00027000 3.65 3.65 3.75
28.00 MSFT121020C00028000 2.95 2.92 2.96
29.00 MSFT121020C00029000 2.29 2.23 2.28
30.00 MSFT121020C00030000 1.68 1.65 1.69
31.00 MSFT121020C00031000 1.17 1.16 1.20
32.00 MSFT121020C00032000 0.81 0.78 0.81
33.00 MSFT121020C00033000 0.50 0.50 0.53
34.00 MSFT121020C00034000 0.32 0.30 0.33
35.00 MSFT121020C00035000 0.20 0.18 0.19
36.00 MSFT121020C00036000 0.12 0.11 0.13
37.00 MSFT121020C00037000 0.08 0.06 0.08
38.00 MSFT121020C00038000 0.03 0.03 0.06
39.00 MSFT121020C00039000 0.04 0.02 0.04
40.00 MSFT121020C00040000 0.03 0.01 0.04
41.00 MSFT121020C00041000 0.06 N/A 0.03
42.00 MSFT121020C00042000 0.06 N/A 0.03
43.00 MSFT121020C00043000 0.01 N/A 0.03
44.00 MSFT121020C00044000 0.07 N/A 0.03
45.00 MSFT121020C00045000 0.04 N/A 0.03
46.00 MSFT121020C00046000 0.05 N/A 0.03
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B.2.3 MSFT130119
Strike Symbol Last Bid Ask
12.50 MSFT130119C00012500 17.00 15.95 19.10
15.00 MSFT130119C00015000 15.00 14.90 15.15
17.50 MSFT130119C00017500 12.10 12.45 12.65
19.00 MSFT130119C00019000 10.90 11.00 11.20
20.00 MSFT130119C00020000 10.15 10.05 10.20
21.00 MSFT130119C00021000 8.50 9.10 9.30
22.50 MSFT130119C00022500 7.65 7.75 7.90
24.00 MSFT130119C00024000 5.69 6.30 6.60
25.00 MSFT130119C00025000 5.55 5.55 5.70
26.00 MSFT130119C00026000 4.84 4.75 4.90
27.00 MSFT130119C00027000 4.15 4.05 4.15
28.00 MSFT130119C00028000 3.45 3.35 3.45
29.00 MSFT130119C00029000 2.77 2.74 2.80
30.00 MSFT130119C00030000 2.22 2.20 2.24
31.00 MSFT130119C00031000 1.74 1.71 1.76
32.50 MSFT130119C00032500 1.16 1.13 1.17
34.00 MSFT130119C00034000 0.72 0.71 0.75
35.00 MSFT130119C00035000 0.54 0.51 0.54
36.00 MSFT130119C00036000 0.37 0.36 0.39
37.00 MSFT130119C00037000 0.28 0.25 0.28
38.00 MSFT130119C00038000 0.19 0.17 0.20
39.00 MSFT130119C00039000 0.12 0.12 0.15
40.00 MSFT130119C00040000 0.10 0.09 0.11
41.00 MSFT130119C00041000 0.08 0.06 0.08
42.00 MSFT130119C00042000 0.06 0.04 0.08
44.00 MSFT130119C00044000 0.03 0.02 0.04
45.00 MSFT130119C00045000 0.04 0.01 0.05
46.00 MSFT130119C00046000 0.04 N/A 0.04
47.00 MSFT130119C00047000 0.05 N/A 0.04
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B.3 Boeing
B.3.1 BA120818
Strike Symbol Last Bid Ask
40.00 BA120818C00040000 31.00 31.55 32.85
45.00 BA120818C00045000 25.25 26.60 27.85
50.00 BA120818C00050000 21.80 22.00 22.25
55.00 BA120818C00055000 17.85 17.20 17.35
60.00 BA120818C00060000 12.40 12.45 12.55
62.50 BA120818C00062500 10.20 10.15 10.30
65.00 BA120818C00065000 8.05 7.95 8.10
67.50 BA120818C00067500 5.85 5.90 6.00
70.00 BA120818C00070000 4.10 4.10 4.25
72.50 BA120818C00072500 2.66 2.63 2.67
75.00 BA120818C00075000 1.53 1.50 1.54
77.50 BA120818C00077500 0.77 0.75 0.79
80.00 BA120818C00080000 0.36 0.33 0.36
82.50 BA120818C00082500 0.16 0.16 0.17
85.00 BA120818C00085000 0.09 0.06 0.11
90.00 BA120818C00090000 0.10 0.02 0.05
95.00 BA120818C00095000 0.04 N/A 0.04
100.00 BA120818C00100000 0.09 N/A 0.04
B.3.2 BA121117
Strike Symbol Last Bid Ask
40.00 BA121117C00040000 33.45 31.55 32.95
50.00 BA121117C00050000 22.45 22.35 22.50
55.00 BA121117C00055000 17.15 17.65 17.85
57.50 BA121117C00057500 15.80 15.40 15.60
60.00 BA121117C00060000 13.15 13.30 13.45
62.50 BA121117C00062500 8.85 10.95 11.35
65.00 BA121117C00065000 7.95 9.25 9.45
67.50 BA121117C00067500 8.00 7.45 7.60
70.00 BA121117C00070000 5.84 5.85 6.00
72.50 BA121117C00072500 4.46 4.40 4.55
80.00 BA121117C00080000 1.57 1.51 1.57
82.50 BA121117C00082500 1.10 0.97 1.02
85.00 BA121117C00085000 0.65 0.60 0.64
90.00 BA121117C00090000 0.21 0.21 0.30
95.00 BA121117C00095000 0.13 0.03 0.15
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B.3.3 BA130119
Strike Symbol Last Bid Ask
30.00 BA130119C00030000 44.90 41.45 42.80
35.00 BA130119C00035000 39.90 36.55 37.90
40.00 BA130119C00040000 32.50 32.00 32.45
42.50 BA130119C00042500 29.00 29.30 30.60
45.00 BA130119C00045000 28.00 27.25 27.60
50.00 BA130119C00050000 22.30 22.60 22.80
52.50 BA130119C00052500 22.35 20.05 20.55
55.00 BA130119C00055000 18.10 18.10 18.30
57.50 BA130119C00057500 12.63 15.70 16.75
60.00 BA130119C00060000 14.15 13.90 14.10
62.50 BA130119C00062500 12.29 12.00 12.15
65.00 BA130119C00065000 10.20 10.10 10.25
67.50 BA130119C00067500 8.50 8.40 8.55
70.00 BA130119C00070000 7.20 6.85 7.00
72.50 BA130119C00072500 5.50 5.45 5.60
75.00 BA130119C00075000 4.20 4.25 4.35
77.50 BA130119C00077500 3.30 3.20 3.30
80.00 BA130119C00080000 2.42 2.39 2.45
82.50 BA130119C00082500 1.76 1.72 1.79
85.00 BA130119C00085000 1.40 1.21 1.30
90.00 BA130119C00090000 0.75 0.56 0.61
95.00 BA130119C00095000 0.37 0.24 0.31
100.00 BA130119C00100000 0.12 0.05 0.16
105.00 BA130119C00105000 0.05 0.03 0.10
110.00 BA130119C00110000 0.03 0.02 0.09
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B.4 Ford
B.4.1 F120721
Strike Symbol Last Bid Ask
6.00 F120721C00006000 4.80 4.25 4.35
7.00 F120721C00007000 3.45 3.30 3.40
8.00 F120721C00008000 2.31 2.33 2.37
9.00 F120721C00009000 1.39 1.38 1.41
10.00 F120721C00010000 0.60 0.58 0.60
11.00 F120721C00011000 0.13 0.13 0.14
12.00 F120721C00012000 0.04 0.03 0.04
B.4.2 F121222
Strike Symbol Last Bid Ask
4.00 F121222C00004000 6.05 6.25 6.50
5.00 F121222C00005000 5.52 5.30 5.40
6.00 F121222C00006000 4.75 4.30 4.45
7.00 F121222C00007000 3.55 3.35 3.60
8.00 F121222C00008000 2.55 2.53 2.57
9.00 F121222C00009000 1.75 1.75 1.78
10.00 F121222C00010000 1.14 1.13 1.15
11.00 F121222C00011000 0.68 0.66 0.68
12.00 F121222C00012000 0.36 0.36 0.38
13.00 F121222C00013000 0.19 0.18 0.20
14.00 F121222C00014000 0.12 0.11 0.12
15.00 F121222C00015000 0.07 0.06 0.07
16.00 F121222C00016000 0.04 0.03 0.05
17.00 F121222C00017000 0.05 0.02 0.04
18.00 F121222C00018000 0.03 0.01 0.03
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B.4.3 F130119
Strike Symbol Last Bid Ask
3.00 F130119C00003000 7.15 7.25 7.40
5.00 F130119C00005000 5.40 5.30 5.45
6.00 F130119C00006000 4.10 4.30 4.45
7.00 F130119C00007000 3.14 2.99 3.05
9.00 F130119C00009000 1.83 1.82 1.86
10.00 F130119C00010000 1.21 1.20 1.21
11.00 F130119C00011000 0.74 0.73 0.76
12.50 F130119C00012500 0.32 0.32 0.33
14.00 F130119C00014000 0.13 0.12 0.14
15.00 F130119C00015000 0.08 0.07 0.09
16.00 F130119C00016000 0.05 0.04 0.06
17.50 F130119C00017500 0.04 0.03 0.04
19.00 F130119C00019000 0.02 0.01 0.03
B.5 McDonalds
B.5.1 MCD120721
Strike Symbol Last Bid Ask
75.00 MCD120721C00075000 12.80 15.55 15.70
77.50 MCD120721C00077500 9.55 13.05 13.30
80.00 MCD120721C00080000 10.20 10.60 10.80
82.50 MCD120721C00082500 8.20 8.20 8.35
85.00 MCD120721C00085000 6.03 5.90 6.05
87.50 MCD120721C00087500 3.85 3.80 3.90
90.00 MCD120721C00090000 2.11 2.09 2.13
92.50 MCD120721C00092500 0.95 0.92 0.94
95.00 MCD120721C00095000 0.36 0.33 0.35
97.50 MCD120721C00097500 0.12 0.11 0.13
100.00 MCD120721C00100000 0.06 0.04 0.06
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B.5.2 MCD121222
Strike Symbol Last Bid Ask
60.00 MCD121222C00060000 28.15 29.90 30.95
70.00 MCD121222C00070000 19.30 20.70 21.15
75.00 MCD121222C00075000 16.20 16.20 16.35
80.00 MCD121222C00080000 11.30 11.85 11.95
82.50 MCD121222C00082500 9.85 9.80 9.90
85.00 MCD121222C00085000 8.05 7.90 8.05
87.50 MCD121222C00087500 5.70 6.20 6.35
90.00 MCD121222C00090000 4.78 4.70 4.85
92.50 MCD121222C00092500 3.60 3.45 3.60
95.00 MCD121222C00095000 2.50 2.47 2.55
97.50 MCD121222C00097500 1.75 1.70 1.77
100.00 MCD121222C00100000 1.17 1.15 1.20
105.00 MCD121222C00105000 0.53 0.48 0.53
110.00 MCD121222C00110000 0.16 0.19 0.24
115.00 MCD121222C00115000 0.22 0.09 0.15
120.00 MCD121222C00120000 0.08 0.04 0.13
B.5.3 MCD130119
Strike Symbol Last Bid Ask
40.00 MCD130119C00040000 50.20 48.35 52.20
50.00 MCD130119C00050000 39.26 39.70 40.95
55.00 MCD130119C00055000 35.05 34.20 37.25
60.00 MCD130119C00060000 30.50 29.85 31.00
65.00 MCD130119C00065000 23.65 24.30 27.45
67.50 MCD130119C00067500 20.00 22.80 23.65
70.00 MCD130119C00070000 20.05 21.00 21.20
72.50 MCD130119C00072500 17.72 18.65 18.80
75.00 MCD130119C00075000 16.22 16.40 16.50
77.50 MCD130119C00077500 14.28 14.20 14.35
80.00 MCD130119C00080000 12.25 12.05 12.20
82.50 MCD130119C00082500 9.96 10.05 10.20
85.00 MCD130119C00085000 7.95 8.20 8.30
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87.50 MCD130119C00087500 6.73 6.55 6.65
90.00 MCD130119C00090000 5.15 5.05 5.15
92.50 MCD130119C00092500 3.80 3.80 3.90
95.00 MCD130119C00095000 2.90 2.83 2.90
97.50 MCD130119C00097500 2.05 2.04 2.09
100.00 MCD130119C00100000 1.47 1.43 1.50
105.00 MCD130119C00105000 0.67 0.67 0.71
110.00 MCD130119C00110000 0.33 0.30 0.35
115.00 MCD130119C00115000 0.12 0.13 0.18
120.00 MCD130119C00120000 0.08 0.06 0.11
125.00 MCD130119C00125000 0.05 0.03 0.07
130.00 MCD130119C00130000 0.01 0.01 0.06
B.6 Coca-Cola
B.6.1 KO120818
Strike Symbol Last Bid Ask
60.00 KO120818C00060000 15.60 16.05 16.25
65.00 KO120818C00065000 10.00 11.20 11.35
67.50 KO120818C00067500 8.77 8.80 8.95
70.00 KO120818C00070000 6.05 6.50 6.60
72.50 KO120818C00072500 4.40 4.30 4.40
75.00 KO120818C00075000 2.43 2.48 2.53
77.50 KO120818C00077500 1.18 1.13 1.17
80.00 KO120818C00080000 0.39 0.40 0.42
82.50 KO120818C00082500 0.15 0.10 0.13
85.00 KO120818C00085000 0.05 0.02 0.05
B.6.2 KO121117
Strike Symbol Last Bid Ask
50.00 KO121117C00050000 24.80 24.65 27.60
65.00 KO121117C00065000 8.60 10.15 11.65
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67.50 KO121117C00067500 7.93 9.20 9.30
70.00 KO121117C00070000 7.00 7.05 7.15
72.50 KO121117C00072500 5.10 5.10 5.20
75.00 KO121117C00075000 3.40 3.40 3.50
77.50 KO121117C00077500 2.10 2.08 2.13
80.00 KO121117C00080000 1.14 1.14 1.19
82.50 KO121117C00082500 0.55 0.56 0.61
85.00 KO121117C00085000 0.28 0.25 0.28
90.00 KO121117C00090000 0.06 0.04 0.08
B.6.3 KO130119
Strike Symbol Last Bid Ask
35.00 KO130119C00035000 39.65 39.35 42.55
40.00 KO130119C00040000 35.00 34.50 37.45
45.00 KO130119C00045000 30.06 29.50 32.50
47.50 KO130119C00047500 23.40 26.40 30.30
50.00 KO130119C00050000 25.55 24.70 27.45
55.00 KO130119C00055000 20.65 19.75 21.90
57.50 KO130119C00057500 18.20 17.60 19.85
60.00 KO130119C00060000 16.20 16.30 16.45
62.50 KO130119C00062500 13.80 13.90 14.05
65.00 KO130119C00065000 10.70 11.55 11.70
67.50 KO130119C00067500 9.30 9.35 9.50
70.00 KO130119C00070000 7.40 7.30 7.40
72.50 KO130119C00072500 5.40 5.45 5.60
75.00 KO130119C00075000 3.90 3.85 3.95
77.50 KO130119C00077500 2.61 2.56 2.63
80.00 KO130119C00080000 1.62 1.59 1.64
82.50 KO130119C00082500 0.95 0.93 0.97
85.00 KO130119C00085000 0.53 0.50 0.55
90.00 KO130119C00090000 0.15 0.12 0.16
95.00 KO130119C00095000 0.06 0.03 0.06
Apeˆndice C
Lema de Itoˆ
Dada uma varia´vel estoca´stica X(t) satisfazendo
dX(t) = a(X, t)dt+ b(X, t)dW (t) (C.1)
onde W (t) e´ um processo de Wiener.
Com objetivo de simplificar a notac¸a˜o, considera-se
X = X(t) (C.2)
enta˜o, para uma func¸a˜o na˜o estoca´stica u(y, t), com y real, vem:
du(X, t) =
{
∂u
∂t
+ a(X, t)
∂u
∂X
+
1
2
[b(X, t)]2
∂2u
∂X2
}
dt+ b(X, t)
∂u
∂X
dW (t) (C.3)
onde
u = u(X, t) (C.4)
Fac¸a-se a expansa˜o de u(X + dX, t+ dt) em poteˆncias de dt ate´ a` segunda ordem
u(X + dX, t+ dt) = u(X, t) + dt
∂u
∂t
+ dX
∂u
∂X
+
1
2
(dX)2
∂2u
∂X2
(C.5)
Usando o facto de
dX(t)]2 = σ2dt
e
dX(t) = a(X, t)dt+ b(X, t)dW (t)
obteˆm-se
du(X, t) = u(X + dX, t+ dt)− u(X, t)
isto e´
du(X, t) = dt
∂u
∂t
+ [a(X, t)dt+ b(X, t)dW (t)]
∂u
∂X
+
1
2
[b(X, t)]2dt
∂2u
∂X2
ou seja,
du(X, t) =
{
∂u
∂t
+ a(X, t)
∂u
∂X
+
1
2
[b(X, t)]2
∂2u
∂X2
}
dt+ b(X, t)
∂u
∂X
dW (t)
94
